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SZ[]I%M()I)UI.ARTS FuGGVENYEK A K()MHTNAT()R[KUS OPTTMALIZALASBAN

A "kombinatl orikus opt imnl ivalas” (r'()mbivml,()riul ()pt,imization)
Kifejentcs mintegy 12 evvel ezneltl jelent meg egy aranylag jol
korilhatar olhatd és gyorsan feledB tematerulel elnevezéseként. A
targy, durvan srnolva, disvkroet konfxg\ua( iok opl.imal itasi és
algoritmikus kerdeseit vizsgalja. Kot 8 for rasa 2 halozati

folyamok s matroidok, de  ide sorolh: atok & kinlontele, grafokon,
hiperg grafokon, r('ts'/.henr(énd(‘xot,t halmazokon megfogalmazhaté optima-

1izalasi kérdesek is.

A kombinator ikus  opli malizatas kill snbozd eszme i kozil a szub-
modularitas fogalma ki lonosen hasznosnak es gyiimi')‘(isi')'/.ﬂnuk bizonyult.
Jelen dolgonal cpyik vozermot ivama a Szuhm()duliu'is l"\iggvé‘.nyek

vinsgalata os alke almazasa.

Vizsgal odasaink dontBen ket rosure \mnt,hal;(')k 5 A dol govzal. € 1sB
feleben a wzubmodul AT1S fiagpve nw*k mint vi :cs:g;’zlandi) ()h,j(‘.kt,umnk
,i(‘l(‘nnvk mets . A mas odik rveuswn 2 kombinator ikus ()pl,im:xl izalas  €gy

pasik terilele, Ay, Opesy cortekll { obbhtermekes folyamok, Vvany masneven

a di gy junkt utak probl émajat v insgal ja. k7 annyiban kapcso todik az
a8 reszhe?, hogy a biz nnyl\hsokban gyakran tamdqzkndunk

/uhm()du] aritast h;).s;?.n:'ll o ;{ondnla(,.nk ra.

5 ' .
Egy bt _Ssp halmaz fugpgvenyl akkor neveziunk szubmodul:ir‘l:;n:ik, ha
b(‘()H)(Y) h{X Y)+biX ) fennall minden X,YLS halmaz parra.

gy ubmodul: Arie  fuag vr*nyt‘kkt‘l kapcsolatos cgyik kiindulo fogalom A

matroid flonga b . Whilney bebizonyl tot.La, honry minden matro idhoz
cpyertel mlt  modon h()V,ZP.ll'(‘,l\d", lhetd az 1D . rang  fug s EVEeNY e amely

azubmodularis, nemnegat iv, cgesner tekil, monoton novd, és érteke

minden X halmazon l(»g{'cl,j(rbb az X elemsnama.

KesBbb kiderull, hogy "/.lxbmodul(u is fugg svenyek mas terileteken is,
implicit vagy explicit, fontos szer epet Jals/dndk gy graf-
elmeletben, jat okelmeletben, a val osy}nﬂqogszamlt asban, halo-
elmeletben, informaci ioelmelet ben talal hatunk pel dakatl szubmodul aris

fuggvenyek hasznalat ara. Meglepben $70Tr08 analogia mutatkozik a
konvex fug gvények s a s/.ubmr)dul(n is i‘iiggvénye*k kozott. Mindezekr&l
reszleles beszamolot ad LovAas?7 Laszlo 119831 snep attekintd



dolgozata.

A szubmodularis fuggvenyek szisztematikus Vv izugalatatl J.Edmonds
kezdeményezte [19701. A 8 gondolata a7 volt, hogy minden
szubmodularis fiiggvenyhez egy-cgy értelmlien hozza lehet rendelni egy
policdert, &s  czutan elegenddd a poliedert vizsgalni. A kapott
poliedert po]imatroidnak nevezte el. Edmonds, tanitvanyaval R.Giles~
szal egyutt, szamos erdekes, polimatroidokra vonatkozo eredmenyt
vezetett le, melyek kozitl a ket 1egf0ntosabb a polimatroid metszet

tetel es a mohoé algoritmus.

A polimatroid fogalmanak azonban van néhany hatranya. Igy a szuper-
ill. szubmodularis filggvenyek szerepe aszimmetrikussé valik. Csak
korlatos es nemnegativ szubmodularis fiiggvények vigsgalatara alkal-
mas. Tovabbi nehézség, hogy alkalmazasokban gyakran olyan fiuggvenyek
keriilnek eld, melyeknel a szubmodularitési egyenlBtlenséget nem
minden halmaz parra kot jiuk ki.

Fzen okok miatt ujabb, a polimatroidokkal analog modon viselkedd
poliederek keril tek bevezetésre. Lényegeben Edmondssal egyiddben
Shapley jétékelméleti indittatasbol definialt es vizsgalt egy hasonlo
jellegll poticdert avval a kil onbséggel hogy :-‘.'/,up(‘,rm()duli'lris
fuggvényekbﬂl indult ki, S.Fujishige nevehez fliz8dik a bazis

polieder illetve a szubmodularis rendszer fogalma.

pPolimatroidokkal kapcsolatban tovabbi nehézseg, hogy polimatroid
lapja, eltoltja, téglaval valo metszete, vagy tiikkorképe mar nem poli-
matroid, bar ezek a poliederek ugyanolyan szepen viselkednek, mint a
pnlimut,rnidok (p!. ™D tulajdonsagiak &g ervenyes rajuk a metszet
tetel).

Ezeket a hat ranyokat kikerillendd és a fenti kiilonfele poliéderek
egyseges targyalasa erdekeben [ Frank 1984c]-ben bevezetésre kerilt az
Altalanositott po]imatroid, vagy roviden g*polimatroid fogalma. A
dolgorznt 2. fejeveteben g-—pnlin\ni.rnid()k l,ulu,i(l()nss\uuinak regzleles
elemzesét tlizzuk ki ceétul. Kimutat juk, hogy € polieder osztaly zart
az eltolasra, tukrozesre, vetitesre, lapképzesre, téglaval valo
metszesre, osszeadasra, homomorf keép képzésre. gmpclimatroidokra is
ervenyes metlszet tétel 6s a moho algoritmus. Leirjuk, hogy az

egesz g—polimatroidok mikepp allnak el8 matroid poliéderb&l.

Egy masik, a g—polimatroidoknél bonyolultabb fogalom a szubmodularis
folyam fogalma. Ez J.Edmondstol &s R.Gilestol szarmazik. F8 haszna
abban van, hogy kozos keretiil srmolgal olyan latszolag tavol es8
pr()bl("lm').k kevelascher, mint. 2 halozati folyam pr-()blémn, a matroid
metszet problema, vagy a Lucchesi- Younger tetel. A 3. fe jezetben
elemezzik a szubmodularis folyam poliederek 8 tulajdonsagait es
knpcsolatukat g-polimatroidokkal. Nevezetesen, kimutat juk, hogy egy
polieder pontosan akkor szubmodularis folyam poliéder, ha el8all ket



g-polimatroid metszetének vetiilletekent. E fejezet masik céelja, hogy
leirja a g-polimatroidoknal és gzubmodularis folyamoknal felvet8dd
optimalizalasi problémak elvi hatteret.

FEzen optimalitasi kérdésekre a 4. fejezetben adunk algoritmusokat .
Az el jarasok a klasszikus folyam algoritmusok nagyfoku
kiterjesztésenek tekinthet8k.

A7z I.réesy. 5. fejezelét  Lel jes egészében a  vazolt elmélet és
algoritmusok kiilonfele alkalmazasainak bemutatasara szanjuk. Példaul
megmutat juk, hogy egyeb szub- illetve szupermodularis fuggvényeket
valamint grafokat magukban foglaléo modellek mikent kezelhet8k
szubmodularis folyamok segitségevel. Kiilonfele grafelmeleti
alkalmazasok is helyet kapnak.

A dolgozat masodik részeében alapvet8en utak és korok pakolasaval

foglalkozunk. Ezt a munkat nagyban befolyasolta az aramkorok
huzalozas tervezésébB8l adodo impulzus. Egyik f8 eredményink azt

mutat ja, hogy négyzetracsban (ami huzalozas tervezési problémaknal
tipikus alapstruktara) az utpakolasi probléma fontos specialis
esetekben széepen mego!dhato. Fzen az uton tovabbhaladva
bebizonyi Ljuk e negyrzetracsos Létel &g Okamura és Seymour tételének
kozos Altalanositasat. Ennek egyik Jjelent8sége abban van, hogy
legalabbis bizonyos mértekig, lehetséges a paritasi megkotésektdl
megszabadulni, kozelebb keriilve a potencialis gyakorlati felhasznalas

lehet8segehen.

kgy tovabbi eredméeny P.Seymour egészertekll  sikbeli kéet-termekes
folyam teételeét Altalanositja arra az esetre, amikor az osszekotendd
pont-parok egy sikgraf két ablakan helyezkednek el.

A vivsgalalok egy ujabb iranya adott homotopiaja ulak pakolasaval
foglalkozik. Egyik alapvetd eredmény Robertson és Seymour tetele,
amely hengerre rajzolt gratban keres adott szami megadott hmotopiaju
utat. . 7zt Altalanositani fogjuk azaltal, hogy megadunk a hengeren
bepakolhato adott homotopiaju utak maximalis szamara egy min—max
alakot abban a» esetben, amikor a Robertson-Seymour féle feltéetel nem

all.

Egy idevonaltkozo tovabbi eredményiink a Rothschild-Whinston tétel
iranyitott ellenparjat szolgaltatja. Vegiil Fleischnernek és
Seymournak egy-egy sik Fuler-grafok korfelbontasaira vonatkozo

tetelének kozos altalanositasa szerepel.



I dolgozat a kandidatusi értekezésem megirasa (1979) ota eltelt
idBszakban véegrzett kutatasaim osszefoglaloja. Kbben az periodusban
azamos kutatoval keriiltem szakmai kapcsolatba, akiknek munkaja,
kozvetve vagy kozvetleniil, befolyasolta az érdek18désemet, és akiktdl
nagyon sokat tanulhattam. Koziilitk killonosen nagy hatassal volt ram
Jack FEdmonds, Lovasz Laszlo, Alexander Schrijver és Paul Seymour.
Készonetel, mondok nekik egyrészt azért a szemelyes hatasert.,
amellyel munkamat el8re lenditették, masrészt azert az oromert,
amelyhez dolgozataik megismerése réven jutottam.

Koszonettel tartozom Abos Imre kandidatus villamos mérnoknek 1is,
akit8l erds dsztonzeést kaptam, hogy aramkorok huzalozasi problémainak
grafelméleti hatteréevel foglalkozzak. & fogalmazta meg azt a
négyzetracsos problemat, amelynek megoldasa a jelen dolgozat masodik

részének kifejlBdéeséhez vezetetl.

A Tavkdzlési Kutaté Intézet és an Eotvos Lorand Tudomanyegyetem, a
volt. ¢és a jelen munkahelyem, megfeleld kornyezctet bivtositott a

kutato munka szamara.

Kiilon koszonet illetti a Bonni Egyetem Operaciokutatasi Intézetet,
mindenek el8tt annak igazgatojat, Bernhard Korte professzort. Az
eltelt nyolc év alatt osszesen tobb mint harom évet toltottem ebben
avz. intezetben., Fnnek nem csak az volt a haszna, hogy ot.tlétem soran
av, clképrethetd legidealisabb korilmények kozolt véegezhetlem kutatod
munkamat, hanem az is, hogy anyagilag ez telte lehet8ve, hogy
Magyarorszagon is kelld id8t foglalkozhassak matematikaval.

Végiil, nagy oromomre szolgal megemlitenem Tardos Fva kandidatus, volt
tanitvanyom, majd munkatarsam nevet. Vele 1981-85 kozott igen
intenziven dolgoztam egyiitt es ennek eredményeként.  szamos kozos

dolgozatot is irtunk.



i. RESZ

SZUBMODULARIS FuGGVENYEK

1.JELOLESEK, ELBISMERETEK

Az els8 részben vegig egy véges S alaphalmazzal dolgozunk. Az
egyelemll halmazt, amennyiben nem okoz félreértest, nem kiilonboztet jiuk
meg az egyetlen elemetdl. példaul valamely b:2 —->R halmazfiggveény
esetén, ha s-S, akkor a b({s})-t b(s)-sel réviditjik. u,veS esetén
egy X_S halmazt uv-halmaznak hivunk, ha uzX, vZX. Az X,YLS
halmazokat metsz8nek nevezzik, ha X-Y, Y-X, XY halmazok egyike sem
ires. Ha még raadasul V-(X_Y) sem ures, akkor X és Y keresztez8. X
66 Y ko-diszjunkt, ha X!Y=S. Egy * halmazrendszert metszdnek
(keresztez8nek) hivunk, ha minden X,Y metsz8 (keresztezd) tagjara
XY és X Y is *oben van. Ha T zart a melszel és unid képzesre,
akkor halmazgylridnek nevezzik. I_et lancnak nevezzik, ha 7 barmely
ket  tagja tartalmazza egymast. . Fgy * halmazrendszer laminaris
(keresztezes-mentes), ha nincs kél metszd (keresztez8) tagja.

Valamennyi szerepld halmazfiiggvenyrdl . feltesszik, hogy az ires

halmazon az ertéke 0. Legyen b:2"->Ri{=} az S részhalmazain
ortelmezett fuggveny. b-re azt mond juk, hogy veges, ha erteke
mindenhol veges. Azt  mondjuk, hogy b szubmodularis az X,Y

halmazokon, ha
(1.1) b(X)+b(Y)2b(x“Y)+b(X‘Y).

A b fliggvény metszdn (keresstezdn) srubmodularis, ha (1.1) tel jeail
minden metsz8 (keresztezd) X, ¥ halmazra. Ha (1.1) minden X,Y parra
tel jesul, akkor b teljesen srubmodularis vagy roviden szubmodularis.
Fgy veges, egeszértekill, nemnegativ, monoton nov8 figgvényt poli-
matroid fuggvenynek hivunk. Amennyiben b polimatroid figgveny
minden X halmazon legfeljebb | X| értekll, akkor b, ismert modon, egy

matroid rangfuggvenye.

Altalaban a b", b', b jeloléseket fog juk hasznalni egy keresztezdn,
egy metszdn és egy teljesen szubmodularis fiiggvényre.

S
A p:2 >R {=} halmazfiuggvenyt szupermodularisnak nevezziuk, ha -p



szubmodularis.

Egy m halmazfiggveny modularis, ha (1.1) mindig egyenlBséggel
tel jesul. Konnyll latni, hogy minden veges modularis halmazfiggvenyt
az  cgyeleml halmazokon felvelt értéeke meghatarozza. a f:8->R

fuggveny, akkor LS esetén f(Z)::Z(f(S):BEZ).

Fonlos, ismert mlilvelet a reszeles (truncation). Kgy b :2 ->R!{=}

halmazfiiggveny also reszeltjen az

(1.2) b(X)= min(Z(b'(Xi)): {Xi} az X particiéja)

fuggvenyt ertjik. Ha a b’ fuggveny artekkeszlete R!{-=)} és min
helyett max szerepel, akkor fels8 reszeltr8l beszelunk. Az also
(felsd) reszeleés mllveletet mindig metszBn vagy keresztezdn gzub-
modularis (szupormoduléris) fuggvenyre fog.juk alkalmazni, ezert az
also illetve felal jelzbket rendszerint elhagyjuk.

rgy masik, egyszeriibb milvelet a monotonna teves. Adott b
halmazfuggvenyhez definial juk a b (X)= min{(b{(Y): Y_X) fiuggvenyt.
mon
Nyilvan b monoton novd cs konnyen 1atszik, hogy ha b
mon
szubmodularis, akkor t is Aaz. Kes8bb a reszeles fogalmat

)
mon
kiterjesztjik és kideril majd, hogy 2 monotonna teves 1s egyfajta

reszelés.

~

S S . 5
Legyen p:2 SRo{c) és b:2 S>R_{=} ket halmazfuggveny. Azt mondjuk,
hogy p €s b osszeillik, ha

(1.3) b(X) - ply) > b(X-Y) - plY-X)
fennall minden X,Y halmazra. Ha (1.3) csak metsz8 X és Y-ra van
megkovetelve, akkor p es b gyengen osszeilld. Az (1.2)

egyen]&tlenséget kereszt ogyen]ﬂ]enségnek hivjuk.

A (p,b) part erds parnak nevezzik, ha -P és b is tel jesen
szubmodularis, es p es b osszeillik. A (p,b) part gyenge parnak,
nevezzik, ha -p 6s b metszdn szubmodularis és p es b gyengen

5sszeilld.

S . .. ;
Fgy b:2 >R {7 ) halmathggvennyel kapcsolatban a kovetkezd harom
poliedert fog juk vizsgalni.



_S
1. P(b):={x=R x>0, x(A)<b(A) minden A_S-re},
. 5 . =
2. S(b):={x=R : x(A)<b(A) minden ALS-re},
=5 . - :
3. B(b):={x=R ¢ x (A)<b(A) minden ALS-re es x(8)=b(s)}.
Egy {p,b) halmazfuggveny parhoz hozzarendel juk a kovetkezb
poliedert.
4. Q(p,b): (xER: p(A)<x(A)<b(A) minden ACS-re}.
Hla b polimat,r‘nid fuggveny akkor P(b) egy p()]imai,rojd [J.Edmonds

1970}. Amikor b matroid rang fiiggveny, akkor P(b) egy matroid
fuggetlen halmazainak konvex burka, amint ezt Edmonds kimutatta.

Ilyenkor p{(b)-t a matroid poli'e(inrl'f‘nek hivjuk. Ha b teljesen
szubmodularis, akkor S(b) neve gzubmodularis policeder [S.l-‘u.iiﬂhige
1984]. Ha b tel jesen szubmodularis 65 b(S) veges, akkor B(b)-ét
bazis po]ibdernek [S.Fujishigel hivjuk. Az utobbi esetben, ha

b(8)=0, ugy B(h) O-bazis polieder. Ha b matroid rang figgveny, akkor
B(b), ismet ldmonds cgy tetele szerint, A matroid bazisa inak k()nvsix
burka. veginl, p tel jesen szupe rmodularis fiiggveny esc ten az (XER‘ 2
x(A)>p(A) minden ALS-re} policdert kontra polimntroidnak nevezziuk.
Ezt | Shapley] tanulmanyozta. lsmertetiunk nehany alapvetd eredmenyt .

1.1 TETEL {J.Edmonds] Minden P polimatroidhoz letezik egy egyérte]mil

b polimatroid fuggveny, melyre p=P(b), nevezetesen b(A)= max(x(A):
x=P).&

Tetsz8leges b figgvény eseteén nyilvan fennall, hogy S(b)=S(bmon)- A

reszelesre vonatkozo alapvetd eredmény a kovetkezd.

1.2 7(RESZELESI) TETEL [lLovasz L.}l b metszdn szubmodularis fuggveny
b reszeltje teljesen szubmodularis. Tovabba S(b’ )=S(b).

1.3 TETEL 1J. Edmonds) Legyen b’ nemnegativ, metszdn szubmodularis
fuggveny (nem szuksegszerilen monoton). Ekkor P(b') polimatroid,
espedig p(b )=P(b), ahol b(X)=min(§(b'(X})): ‘-X}QX} az Xi—k

diszjunktak). (Azaz b a b -b8l1 reszelessel es monotonna tevessel

all el8).1

Megem,litiink meg egy szub- illetve szupermoduléris fiiggvenyekre



vonatkozo lényeges tetelt, amely [Frank 1984b]-ban szerepelt.

1.4 TETEL (Diszkret gzeparacios téQfl) Legyen b:ZS—>RJﬁ?} tel jesen
srubmodularis fuggveny es legyen p:2‘—>ﬂ‘lﬂ.}tvljeﬁnn szupermodularis
fuggveny. Akkor és csak akkor letezik olyan (veges) modularis
fuggveny, melyre p<m<b, ha p<b. Ha p<b, p es b egeszertekldl, akkor m
valaszthato egeszerteklnek .

A 3.3 fejezetben bebivonyit juk majd ezt a tetelt. A reszelési

tetellel osszekombinalva kapjuk:

P

1.5 TETEL .lLegyen b :2 ->R {}) metszdn spubmodularis fuggveny es

legyen p 2 -OR. {-} metsz8n szupermodularis fuggveny. Akkor es

csak akkor letezik olyan (veges) modularis fuggveny, melyre p' <m<b’,

ha Zp'(Fi)g ﬂb'(GJ) fennall, ahol {Fi} es {GJ} mindegyike diszjunkt

halmazokbol all es ,F,:_Gi. Ha p es b’ egeszertekld, akkor m
‘ .

vialaszthato egeszertekiinek .V

5 . , . .
kgy nemnegativ y:2 ~>R‘ fuggvenyl sulyozott lancnak hivunk, ha az

T={X: y{(X)>0} halmavrendszer lanc. Minden y sulyozott lancnak
megfeleltetiink egy nemnegativ H=ZAy(A)XA (=R ) vektort, amit ¥y

melyseg vektoranak nevezink. A megfeleltetes 1-1-értelmll: egy
nemnegativ +=R> vektor komponenseinek kiilonboz8 értekei legyenek
Ogn1<W2<...<vk és  jelolje X, :={s: w(s)>r. }. pefinialjuk y(X):=
i i
ni-n, g ha X=X. (i=1,...,k) (ahol n =0). Nyilvan ez az y sulyozott
i- i o
lanc, melynek mélyseg vektora T. Ezért y-t a 7w sulyozott lancanak

nevezzuk.

Legyen b tel jesen srzubmodularis flggveény. A b termeszetesen

kiterjeszthetd nemnegal iv vektorokra. fspedig HER; esetén

B(m):=t(y(X)b(X): y(X)>0), ahol y a T sulyozott lanca. Nyilvanvaloan
b pozitivan homogen, azaz nemnegativ ¢ szam esetén b(am)= ab(m).
Lovasz [1983] megmutatta, hogy b konvex, ami a homogenitas folytan
ekvivalens azzal, hogy szubadditiv.

LLinearis cgycnlBtlenség—rendszerek elméletéb81 az alabbiakat fogjuk
hasznalni . lLLegyen A egy m¥n-es matrix és b egy m-vektor. A cx<¢g
egyenl8tlienseget (c—R , g-R) az Ax<b egyenl8tlenseg rendszer
kovetkezmenyenek mondjuk, ha a c vektor az A sorainak olyan nem-—
negativ linearis kombinaciboja, anaz C=YA, y>0, amelyre yb<g. Ha y
egeészértekiinek valaszthato, akkor azt mond juk, hogy cx<g az Ax<b



egesy kovetkezmenye.

1.6 FARKAS  LEMMA A cx<g egyenl8tlenseg akkor es csak akkor
kovvtkezmenyo az Ax<b egyenl8tlenseg rendszernek, ha minden X, ami
kielegiti Ax<b -t, kielegiti cx<g -t is.k

A dolgozalban kitlonféele optimalizalasi keérdéseket is vizsgalunk majd.
Azzal a megallapodassal éliink, hogy egy figgveny minimuma az ures
halmazon definicié szerint +5, a maximuma pedig -=.

_.n .. ' -
Legyen Q={x~R : Ax<b} egy polieder. A Q egy (%? oldalan az {x=Q:

Arxfbr} poliédert értjik, abol Ar az A-nak egy mr*n—es réegzmatrixa
A 5 ; ;

25 bF a b-nck a megfelel8 "részvektora”. Q maximalis Q-tol

kiilonbozd oldalait lapoknak hivjuk. kgy @ poliédert egesznek
neverziink, ha minden oldala tartalmaz egesz pontot, azaz Q az egesz

pontjainak kcnvex burka.

kdmonds és Giles nyoman egy Ax<b ecgyenl8tlenség rendszert TDI-nek
. a ) ~.n

(total dual integral) nevezunk, ha tetszdleges egesz d-R vektor

esetén a  max(dx: Ax<b) linearis programnak, ha van optimalis

megoldasa, akkor van egesz is.

TDI rendszel, akkor az {x—R 2 Ax(b} polieder egesz.l
Egyszerll, bar fontos az alabbi

1.8 ALLITAS Ha az Ax<b- b81 nehany egesz kovetkezmeny hozzavetelevel
el8allo rendszer TDI, akkor maga az Ax<b rendszer is TDI.H

5 .
Legyen P és Q ket poliéder R ~ben. Frek P+Q osszegen az {x: ptd,

valamely p=P és q-Q-ra} poliédert ert juk. Legyen {Sl,...,Sk} az S

. . S . ,
halmaz part.icioja nnmurow{ reszekre. R minden X vektorahoz
hozzarendeliink egy =z=:(x)-R , az X homomorf képenek hivott vektort,
a kovetkez8kepp. z(i):=x(&,) (i=1,...,k). Valamely PLR polieder

1

2 (P) homomorf kepen a s(P):={:(x): x=P} halmazt értjuk.
= . » S : 5
Legyen s=S es P egy polieder R -ben. P-nek az s menten valo

vetiuleten egy eggyel alacsonyabb dimenzioban fekv8 halmazt értink,
melynek minden eleme P egy elemébBl az s-nek megfeleld koordinata
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elhagyasaval all eld. S egy részhalmaza menteén tortend vetitest

analog modon lehet definialni.

G=(V,I) grafban, amely lehet iranyitott vagy iranyitatlan,

EC(X)—szel jeldl jiik az X_V ponthalmaz altal feszitett élek halmazat.
’ |

Ha nem okoz félreértest a G indexet elhagyjuk (ez a megjegyzes

érvenyes auz osszes alabbi G-t81 fiuggd jelolesre). Ha X={u,v} akkor

E(X)-re az E(u,v) jelolest hasznal juk.

TC(X,Y) az X-Y és Y-X kozott vezet8 elek halmaza. Ennek elemszama

dC(X’Y)' Specialisan az {u,v}) és V-{u,v} bhalmaz kozott vezetd elek

halmazat Tv({u,v}) jeloli. fC(X,V~X)~et (G(X)~szel roviditjuk.
b ) a

Hasonloéan dC(X)::dC(X,V~X). Egy v csucsra d(v) a csucs fokszama.

Ha G iranyitott grafot jelol, akkor PG(X) jeloli az X-be lép8 élek
halmazat, mig uF(X) az X-bB1 kilepBket. Ha x:E->R egy vektor akkor

¢ (A):=Z(x(e): e enters A), : (A):=—-f (V-A) és X (A):= § (A)-& (A).
X X X X X X

Vilagos, hogy barmely x esetén modularis. Adott XLV esetén
X

:k->{0,:1} jeloli azt a vektort, amely egy e élen 1, ha e belép X-

be, =-1 ha kilép és 0 ecgyebkent . {X:E~>(0,+l} azon vektor amely, egy

e élen +1, ha e belep X-be. Vegil = Altalaban nem teszink

x'T Evx”
majd kiilonbseget egy halmaz é&s karakterisztikus vektora kozott, igy
peldaul ;X fogja jeldolni azm X-be lépd élek halmazat is.

Ha G és H két graf ugyanazon a V csucshalmazon, akkor G+H azt a
grafot jeloli V-n, melynek élhalmaza G és H élhalmazanak egyesitése.



2. ALTALANOSITOTT POLIMATROIDOK

2.1.MASOD-RESZELES

Vizsgalataink soran alapvetd fontgsségﬁ lesz a reszelés fogalmanak

alabbi kiterjesztcse. Legyen b":2 ->R!{=} keresztezBn szubmodularis
figgveny, ameclyre Q:=B(b") nemiires. Jelolje k=b"(S) és definialjuk
p"-t. a p"(X):=k-b"(S-X) osszefiiggessel. Jelolje p ' a p" felsd
reszelt jét. és  legyen b (X):=k-p' (S-X). A b’ figgveny b also
reszelt jot b" masod-reszel t jének nevezziuk. Keresztez8n

szupermodularis figgveény masod-reszeltjét analog modon definial juk
(azaz p" masod-reszeltje definicio szerint -p" masod-reszeltjének -1-

szerese ).

2.1.1 TETEL A b"-hoz a fenti modon hozgzarendelt b fuggveny teljesen

szubmodularis es B(b")=B(b).

BIZONYITAS. Lathato, hogy. a definialt p" fiiggveny keresztezdn
szupermodularis es Q-Q":={x"R : x{S)=k és x(A)>p"(A) minden ACS-re}.
Az is vilagos, hogy Q"=Q := {x“R": x(S)=k és x(A)>p (A) minden ALS~
rel és az 1.2 tétel alapjan p’ szupermodularis minden olyan X,Y
halmaz paron, melyek nem ko-diszjunktak. Azt allitjuk, hogy p' (S)=
p'(S)=k. Valoban, p" definiciojabol p"(S)=k vilagos. A fels8
reszeles definiciojabol p (8)>p"(S) fennall. Mivel Q=Q' nemiires,

igy nem lehet p (8)>k.
Most b’ metsz8n szubmodularis és B(b')=Q =Q. Az 1.2 tetel ujabb

alkalmazasaval nyerjik, hogy b teljesen szubmodularis és B(b)=
B(b')= Q.9E%

2.1.2 TETEL Legyen b a b" masod-reszeltje es b"(S)=k. Ekkor

(2.1.1) b(X)=minCZb"{X1j) + (n-m)k).
ahol m az Xi' halmazok szama, az Xi:inij, i=1,2,...,n, halmazok az
3]

17 XiZ"" halmazok

komplementerei az Xi komplementerenek particiojat adjak.

X particiojat adjak, es rogzitett 1i-re az X&



BIZONYITAS. Az 1.2 télelb8l leolvashatd, hogy b(X)= min(Eb'(Xi):

{Xi}: az X particioja). Tovabba, b'(Xi)=k—p'(S—Xi) es

p' (Z Y=max(_p"(Z. ): {Z .} az X. particiéja), abol Z =S-X.,. Mivel
i ij ij i i i

p" (7. )=k-b"(S-7_ ), az allitas kovetkezik . Bk
1) 1)

A masod-reszeleés definiciojabol leolvashato:

2.1.3 ALLITAS Legyen b a b" masod-reszeltje. Egy x(A)<b(A)
egyvenl8tlenseg egesz kovetkezmenye az x(A)=k egyenl8segnek es az
x(X)<b"(X) (X_S) egyenl8tlensegeknek.l

A 4.3 suakaszban sziksegink lesz az alabbi allitasra.

2.1.4 KoVETKEZMENY Legyen b a b" masod-reszeltje es b"(S)=0. FEkkor
min(b"(X):X S)= min(b(X):X_S).

BIZONYITAS. A swzobanforgo minimumokat jeloljuk rendre I és Ai-val.
Mivel b(X)<b"(X) minden XCs, igy A<A". Az egyenl8ség pedig
kovetkezik n 2.1.3 allitasbol . R
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2.2 .ALTALANOS I'TOTT POLIMATROIDOK

Legyen (p,b) erds  par. A Q=Q(p,b) policdert altalanositott
polimatroidnak vagy roviden g-polimatroidnak nevezzik.
Megal lapodunk  abban, hogy az iires  poliedert is g-pol imatroidnak
tekint juk. a p es h egészertekll, akkor Q g polimatroidot egesznek
mond juk . lLAtni fog.juk, hogy @ pontosan akkor egesz, ha mint

poliéder egesz.

A g-polimatroidok fogalma és  nehany alaptulajdonsaga |[Frank
1984c |-ben szerepel elBszor. A | Frank-Tardos 19861 dolgozatban
ezeket a tulajdonsagokat tovabb elemeztiik. Most ismertejuk ezeket.

2.2.1 TETEL Polimatroidok, kontra polimatroidok, bazis poliederek,
szubmodularis poliederek mind g-polimatroidot alkotnak.

BIZONYITAS. Lathato, hogy ha p-ét azonosan 0-nak definial juk, akkor
egy (p,b) par akkor és csak akkor er8s par, ha b polimatroid
fuggveny. Kkkor Q(p,b) polimatroidot definial. Ha p tel jesen
szupermodularis es bz, akkor Q{p,b) kontrapolimatroidot definial.
Ha b teljesen szubmodularis és p(X)= b(S)-b(s-X), akor (p,b) er8s
par és Q(p,b) bazis polieder. Ha b teljesen szubmodularis eés p=-@,
akkor (p,b) er8s par és Q(p,b) szubmodularis polieder BEE

2.2.2 TETEL, Ha (p,b) erds par, akkor a Q=Q(p,b) g-polimatroid
nemures. Ha p es b egeszertekl, akkor @ tartalmaz egesz pontot.

BIZONYITAS. 18| szerinti indukcio. 18|=1 esetén az allitas vilagos.

Legyen [Si>1, s=§ és Slzs—s. Legyen p-nek és b-nek az Sl~re valo

megszoritasa P ill. hl. fkkor (p ,hl) ers par, igy az indukcios

1
feltevés alapjan letezik Q(p1,bl)—ben egy x1 vektor. Azt allitjuk,

hogy m::min(h(X)'x1(X): s=XCS) > M:= max(p(Y)~x‘(Y): s=YLS).
Valoban, s-X Y esetén fennall, hogy b(X)-p(Y)> b(X-Y)- p(Y-X)>
xl(X~Y)— xl(Y—X): xl(X)— XI(Y). Definial juk most x=R -et ugy, hogy
Sl—en megegyevzek xlfgy(‘,l es m> x(s)> M. Ekkor x=Q(p,b) és ha p,b

egeszértekll volt, akkor X, és igy x is valaszthato egésznek H1E
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2.2.3 TETEL @=Q(p,b) g-polimatroid eseten minden A_S reszhalmazra
fennall a max(x(A): x-Q)=b(A) es a min(x(A): x=Q)=p(A) osszefugges.

BIZONYITAS. Mivel p és b szimmetrikus szerepet jatszik, csak az elsd
egyenl8seget bizonyitjuk. Nyilvanvalo max(x(A): x=Q)<b(A). Ha itt
a maximum -, akkor b(A)=: és készen vagyunk. gy tegyuk fel, hogy a
maximum veges o es tekintsuk a kovetkezd primal-dual linearis

programot.

(2.2.1) max (x(A): x(X)>p(X), x(X)<b(X) minden X_S-re),

(Kzt agy kell pontosabban érteni, hogy ha p(X) = -= valamely xUS-re,
akkor az X-neck megfeleld primal feltetel (2.2.1)-ben es dual valtozo

(2.2.2)-ben nem szerepel ).

Miutan most a primal programnak véges az optimuma, a linearis
programozas dualitas tétele miatt a dualnak is. Alkalmazva a jol
ismert kikeresztlezeési technikat és a tényt, hogy (p,b) er8s par,

nyerjiik, hogy leétezik egy olyan oplimalis (y,z) dualis megoldas,

amelyre az mind az {Y: yY>0} es a |7Z: 27>0} halmazcsalad lanc és
Y 7=¢ fennall, hacsak yY>0 es Zy>0' Ilyen dualis megoldas azonban

csak egyetlen egy létezhet, nevezetesen az,amikor y =1 és az osszes

tobbi duat valtozo nulla. Kovetkezesképp (2.2.1) és (2.2.2) kozos

optimuma b(A), amit bizonyitani kellett . BlR

2.2.4 KoVETKEZMENY Nemures g-polimatroid definialo er8s parja

egyertelml.

Ezt polimatroidokra specializalva az 1.1 tetelt kapjuk. Az 1.2
tétel is kiterjeszthetd g-polimatroidokra:

2.2.5 TETEL Ha (p ,b’ ) gyenge par, akkor a Q=Q(p ,b’) polieder
g-polimatroid.



BLIZONYITAS. Mivel az iires halmaz definicido szerint polimatroid,
feltehet jitk, hogy Q nemures. Vegyiink az S alaphalmazhoz egy uj s
elemet es definial juk a b¥ halmaz fiiggvényt az S’ :=8is reszhalmazain

a kovetkezbkcppen.

b'(X) ha X(CS,
b;(x):

T

-p(S-X) ha sczX.

kkkor h; keresztezdn szubmodularis és Q a B(b?) poliéder vetiilete az

"

1
fuggveny bl~gyol jelolt masod reszeltjér8l. Most XUS-re definial juk

s elem mentén. Mivel Q nemires, B(b") sem az, igy beszelhetiink a b

b(X):= hl(X) és p(X):= ~b](S'-X). A (p,b) par er8s par es a 2.1.1

tetel alapjan B(h;):B(bl), es ezért Q(p' ,b ' )=Q(p,b) .11

A  bizonyitasban konstrualt (p,b) part a kiindulasi {p',b") par
reszelt jenck nevezzuk. lLAattuk, hogy er8s parral definialt g-

polimatroid sohasem ures.

2.2.6 TETEL A gyenge (p ,b’ ) par altal definialt Q=Q(p' ,b" ) g-
polimatroid akkor es csak akkor nemures, ha

a) =b’ (Zi )>p’ (- Zi) es

(2.2.3)
b) Zp (Z )<b (1Z.).

teljesul az S minden (Z_ } particiojara. Ha @ nemures es p , b’
i
egeszertekll, akkor @ tartalmaz egesyz pontot.

BIZONYITAS. Az 1.5 tétel alapjan Q akkor &s csak iires, ha léteznek
| :

olyan “= {F',...,F s Y= {G ...,Gl} halmaz csaladok. melyekre

a) T 6s 2 diszjunkt halmazokbol all
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(2.2.4) b) A o=

¥ G=¢

 _  b'(F) < =z _.p (G
oy cpes® (F) < Egep(0)

lHa léteznek F=T es  G=F metsz8 halmazok, akkor b’ (F)-p (G)>

b' (F-G)-p (G- ¥). --ben cserel jik ki F-et F-G-re, 2-ben csereljuk ki
G-t G-F-re. A modositott ¥ és ©-re (2.2.4) tovabbra is igaz.
Ezenkivul _F kisebbe valt. igy ezen kikeresztezesi lépes veges
sok alkalmazasa utan elérjuk, hogy nincs mar Z-nek és “-nek metszd
tagja.

LLegyen X az - © egy maximalis tLagja, b) miatt ekkor X felbomlik QlF -

beli Zl,...Z‘ halmazok egyesiteseéere. {1tt ha X -beli, akkor Zi_k Q-
beliek, ha X “-beli, akkor 7 _ -k F-beliek.) Mivel .9 minden tagja
i

vagy maximalis, vagypedig pontosan egy maximalis tag particiojahoz
tartozik, a c¢) tulajdonsag alapjan az T2 valamelyik X maximalis
tagja megserti a (2.2.3) feltetelt BN

MEGJEGYZES A fenti bizonyitas algoritmust ad a (2.2.3) feltetelt
megsertd halmazok megkeresesere, amennyiben ¥ és ¢ mar rendelkezesre
all. A 4.2 szakaszban megmutatjuk, hogy miként lehet F és “-t
hatéckonyan megtalalni.

Konnyll megmutatni, hogy a 2.2.6 tetel valo jaban ekvivalens
S.Fujishige kovetkez8 eredményével.

2.2.7 TETEL [Fujishige] Legyen b" keresztez8n szubmodularis fuggveny.
A B(b") polieder akkor es csak akkor nemures, ha

a) Tﬁb"(zi),é b"(S) es

(2.2.5)
b) :ﬂb"(S—Zi) > (t-1)b"(S)

fennall az S minden {Zl,...Zt} particiojara.ilii

Kérdés, hogy keresztezBn szubmodularis fiiggvények segitségevel lehet-
e g-polimatroidot definialni. Konnyll példaval megmutatni, hogy
Q(p",b") altalaban nem g-polimatroid, ha p" eés b" keresztezdn
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szuper- ill. szubmodularis fuggvenyek és erBsen illenek. Azonban az
2.1.1 tetelnek kozvetlen folyomanya, hogy

2. 2.8 TETEL Ha b" keresztezdn szubmodularis fuggveny, akkor B(b") =-
polimatroid. (Valojaban bazis polieder).B

Az 2.1.2 tételben szerepld formulat hasznalva nyerjuk:

2.2.9 TETEL Egy gyenge (p ,b' ) par (p,b) reszeltje a kovetkezd. p(Y)=

max(_ . p (Y.)- o (b (X .: X LY., {Y -+ 8 .2 i=1,2,...} az Y
1 1 3 1] 1.} 1 1 J 1)
particioja es az X, . (j=1,2,...) halmazok diszjunktak). b(X)=

min(Z b (X )- .p (Y. . ): Y. °X., {(x =Y, . G i=1,2,...} az X
1 1 J 1) 1} 1 1 J 1

particioja es minden j-re az Y,j (i=1,2,...) halmazok diszjunktak) .l
i

.

MEGJEGYZES Amikor p' a7z iires halmazon és egyelemll halmazokon O,
kil onben -, akkor tetsz8leges b’ metsz8n szubmodularis fiiggvenyre
a (p ,b') gyenge par. Fkkor a 2.2.9 tételben adott  formula
leegyszerlisodik. Nevezetesen p=0 és b(X)= min(E(Xi): XQJXi, az Xi

halmazok diszjunktak). Most Q(p ,b’) polimalroid, amelynek a fenti
b az egyertelmll definialéd figgvéenye. Ha raadasul a kiindulasi b’
tel jesen szubmodularis, bar nem biztosan monoton, akkor a (p',b’)
par reszeltje a (0,b) ahol 0 az azonosan 0 filggvényt jeloli es b(X)=
min{b (Y), X_Y). Kz a megkozelités azt mutatja, hogy a bevezet8ben
emlitett monoltonna teves a reszeles egy specialis esetenek
tekinthetd.

Megemlitink ket specialis esetet, ahol a 2.2.9 tétlel reszelesi

képlete sokkal egyszeridibb. Legyen o es B két valdos szam, melyekre
p({S)< @< 3¢ b(8), és legyen (p,b) erBs par. pefinial juk a pi es bi

fiuggvenyeket :

py(X)=p(X), ha X # 8 és pl(S)=x, b, (X)=b(X) ha X¢S és b (8)=5.

2.2.10 KOVETKEZMENY (p;,bi) gyenge par, melynek (p],b]) reszeltjet a

kovetkez8 formula adja:

pl(X): max(p(X), ®“-b(S-X))
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(2.2.6)
b](X): min(b(X), B-p(5-X).%

Masodszor, legyen [:S-—D>R (-7} és g:5->RI{=} keét fuggveny, f<g, es
(p,b) pedig egy erds par. Legyen pi(X)up(X), ha [X|>1 es

pi(x)tmux(p(v),f(v)), ha X={v} és legyen bi(x)tb(X), ha |X|>1 és

hi(X):min(b(V),g(V)), ha X={v}.

2.2.11 KoVETKEZMENY (pi,b;) gyenge par, melynek (p],bl) reszeltjet a

kovetkez# formula adja:

P, (X)= maxY(p(YH f(X-Y)- g(Y-X))

(2.2.7)
bl(X): minY(b(Y)+ g(X-Y)- f(y-x)).k



2.3 KONSTRUKC10OK

A megel 828 srzakaszban lat Luk, hogy a polimatroid, kontra-
polimatroid, szubmodularis poliéder, bazis polieder mindegyike a g~
polimatroid specializacioja. Azt is megmutattuk, hogy gyenge par
illetve keresztez8n szubmodularis fluggvény segitseéegevel hogyan lehet
g-polimatroidot. konstrualni. Fbben a szakaszban megmutat juk, hogy a
g-polimatroidok osztalya zart szamos mllveletre neézve.

Vegig felteszink egy @=Q(p,b) g-polimatroidot, amely (p,b) erds
parral van definialva. Az alabbi osszes mlilvelet olyan, hogy egeész g-
polimatroidra alkalmazva egész g-polimatroidot eredményez, felteve,
hogy a szerepld numerikus paraméterek egeész ertekllek.

2.3.1 TuKRoZES. -@ g-polimatroid, melynek definialo er#s parja
("b’ —P)'

= S
2.3.2 ELTOLAS. Valamely v-R vektorra @-nak Q+v eltoltja g-
polimatroid, melynek definialo (p‘,bl) er8s parja a kovetkezd:

pl(X): p(X) + v(X) , bl(X)r b(X) + v(X).

Figyel juk meg, hogy ha @ egy matroid bazis poliédere es v=
(L,1,...,1), akkor Q' = Q + v a dualis matroid bazis poliédere.

2.3.3 METSZES SAVVAL Legyen @ gs 5§ ket szam (esetleg -:), melyekre

& TR Ekkor @-nak e¢s a l"?{x:ﬁRn: < x(8)< B} savnak a Ql metszete g-
polimatroid. QI akkor és csak akkor nemiires, ha ¢<b(S) es GH>p(S).

Ha Q] nemures, a definialo er8s part a (2.2.6) keplet szolgaltatja.

Itt és a kovetkezn8 konstrukcioban a nemiirességre vonatkozo allitas a
2.2.6 tetel specializaciojaval adodik.

~ S o S
2.3.4 METSZES_TEGLAVAL Legyen f=(R.{-2}) es g=(R (~}) , f<g. @Q-nak

es a B= (xR , f< x< g} teglanak a Q] metszete g--polimatroid. Q1

akkor es csak akkor nemiires, ha f(X)< b(X) és p(X)< g(X) minden XLS



20

reszhalmazra. A Ql~et definialo (pl, bl) ers part a (2.2.7) keplet

adja.

A nemiiresséegre adott  jellemzésnek fontos kovetkezménye az  alabbi

megfigyelés, melynek az 5. fejezetben latunk majd alkalmazasait.

_ S S
2.3.5 KoVETKEZMENY Legyen B = (xR , f< x}, B, = (xR , g> x} es @

1 2
egy g-polimatroid. A Q@1 B]" B2 akkor es csak akkor nemures, ha
mind @ ' R] es @ ' B2 nemures.

2.3.6 KOVETKEZMENY Legyen b tel jesen szubmodularis. Ekkor

min(b(X): X_S) = max(x(S): x=S(b), x>0).

BIZONY1TAS. Tekintsiitk az S{(b) és B_= {x=R , x< 0} tegla Q
metszetét. (2.2.7) b81 lathato, Q= S(b]), ahol b](X)z min {(b(Y)

YOX). A 2.2.3 tételb8l a fenti formula kovetkezik.§

MEGJEGYZES  J.Edmonds [1970] megmutatta, hogy adott b polimatroid
figgveny esetén axn -= (X @ b(Y)> Yl, YLX} halmaz csalad egy M
matroid fiuggetlen halmazait alkot ja. Ez a konstrukcio tekinthetd
ugy, hogy a P(b) polimatroidot elmetsziik a 0-1-es egységkockaval. A
keletkez8 polimatroid szukségképpen matroid poliéeder. A (2.2.7)
kepletb81 most, p1?0 os b](X)z minY(b(Y)+ i X-Y}) adodik. A b

monotonitasa miatl Ll clég a minimumot. csupan az X részhalmazaira

venni .

Altalanosabban, Fdmonds azt is belatta, hogy egy b’ metsz8n
szubmodularis nemnegativ halmazfiuggveéeny esetén = {X : b'(Y)> |XIY|
minden Y_S-re} halmaz c¢salad egy M matroid fiuggetlen halmazait

alkotja, melynek rangfiiggveénye bl(X): min(Zb'(Xi) + IX—:XiI: Xl,
50 Xk;S diszjunktak). Kz a keéplet is rogton kovetkezik a jelen

megkozelitésb8i, ha a (0,b' )-re alkalmazzuk a 2.2.9 tételt.

A 2.2.8 tetel alkalmazasaval egy ujfajta matroid konstrukciot
nverhetink. Ez el8szor |[¥rank-Tardos 1984 |-ben szerepelt:



2.3.7 TETEL Legyen b" keresztezdn szubmodularis fuggveny es Kk
pozitiv egesz. Az S :={D_S: | D Xi<b"(X) minden X_S es |D| =k} halmaz
csalad, amennyiben nemures, egy matroid bazisait alkotja.l

; . T ;
2.3.8 VETLTES Az S egy T reszhalmazara @-nak az R -be valo @ :=

T
] _ - . S5-T .
{XT'R : (xr,xr):Q valamely Xq_ff” -re} vetulete g-polimatroid,
amelyet a (pl,b]) erds par definial, ahol P = pi T, b]= bl T.
BIZONYITAS. Q(pl,hl)L ({r nyilvanvaloan igaz. A forditott

tartalmazas rogton kovetkezik a 2.2.2 tétel bizonyitasabol.l

Legyen s egy uj S-n kiviili elem és S, :=S+s. A kovetkezd allitas igen

i
hasznos, mert, segitsogével sS7ZAMOS g-polimatroidokra vonatkozo
allitast elég lesz csupan bazis poliéderekre bizonyitani. Az allitas
birzonyitasa kézenfekvd.

2.3.9 ALLITAS. Létezik egy 1-1 ertelmll megfeleltetes a (p,b) erds
parok (-p,b: 2 ->R.{-}) es az Sl réeszhalmazain ertelmezett bl(Sl)=0
egyenl8segnek eleget tevd teljesen szubmodularis b] fuggvenyek

kozott, nevezetesen,

(2.3.1) bl(X): b(X), ha X_S es bl(X)= -p(S-X), ha s-X_S+s.

Tovabba tetsz8leges Q(p,b) g-polimatroid a B(b‘) O-bazis polieder s

menten valo vetulete.l

2.3.10 ALLITAS Egy @= Q(p,b) g-polimatroid akkor es csak akkor bazis
polieder, ha p(S)= b(S).

BIZONYITAS. A 2.2.3 tétel szerint bazis poliéderre p(S)=b(S).
Megforditva, legyen p(S)=b(s). Azt allitjuk, hogy Q= B(b).
Valoban, Q_ B(b) nyivanvalo. Masrészt x=B(b) és ALS esetén x(A)<

b(A) es x(A)= b(S) - x(S-A)> b(S) - b(S-A)> p(A). Ebb8l x=Q, es igy
Q= B(b).H



A 2.3.3 &5 2.3.10 allitasokbol nyerjuk:

2.3.11 ALLITAS TLegyen adva (p,b erds par es k konstans, amelyre
p(S)< k< b(S). Fkkor Q(p,b)i{x-R ; x(S)= k} bazis polieder.h

2.3.12 TETEL g-polimatroid minden oldala £-polimatroid.

BIZONYITAS Tegyik fel, (p,b) es bl kielegiti (2.3.1)-et. A Q(p,b)

minden oldala B(b‘ }) egy oldalanak vetiilete. gy a teéetelt eleég
0-bazis poliederekre bizonyitltani. LLegyen b: 2 -> R_{=} teljesen
szubmodularis, amelyre b(S)=0. | Elég belatni, hogy valamely

rogzitett. T_S esetén a Q'l‘: {x=R~ : x= B(b) , x(T)= b(T)} oldal

0O-bavis policder. LLegyen

(2.3.2) hT(X)ff b(X T) + b(XIT) - b(T).
Konnyen latszik,hogy b'l' tel jesen szubmodularis es bT(S)= 0.

ALLITAS. Q.- B(b,).

BIZONYLTAS. Legyen X:‘QT. Fkkor x(X)= x(X'T) + x(X 1) - x(T)<
b(X T) + b(X T) b(T) b'l‘(X) és innen QT;B(bT). A masik iranyhoz

legyen x*l’,(h,l‘). Mive! x(S)= 0, kapjuk, hogy b(T)= h_r(’l‘)g x(T)= —-x(S5—
T)> —hT(S- T)= b(T) , azaz x{(T)= b(T). Tovabba XLS esetén x(X)<

h,l‘(X)r b(X T) + b(X T) b(T)< b{(X). Kovelkezeskepp xEQT éa ezert

4
o

= .8
B( b'l‘ )

Legyen b teljesen szubmodularis, melyre b(Ss)=0. A B(b) barmely Q1

oldalat S reéeszhalmazainak egy = csaladjaval adhatjuk meg, espedig
Q]Z{x: x=R(b), x{(T)=b(T) minden T=I}. Legyen n:=E('5T: T=7 és

b] (X):=b(m+: n y-bB(m). Konnyen kimutathato, hogy b1 tel jesen

szubmodularis. A (2.3.2) formula ismételt alkalmazasaval kapjuk:
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2.3.13 TETEL A QI oldal akkor es csak akkor nem ures, ha B(n)=2(b(X):

X ) (ez automatikusan teljesul, ha * lanc). Ha Q1 nemures, akkor

QI=B(b|).E

Meg jepgyses., Ha @ Jjeloli egy M matroid poliéderét, akkor a TLS
elhagyasaval keletkez8 matroid poliédere Q-nak T menten valo
vetilete. A T osszehuzasaval keletkez8 matroid poliédere pedig a

QT:{X:QZ x(1)=r(T)} oldal vetiilete T menten.

Meg jegyzes. Korabban lattuk, hogy egy Q egesz g-polimatroid (azaz
olyan, amelynek a definialo er8s parja egészerlékll) tartalmaz egész
pontot. A 2.3.12 tétel alapjan azt is latjuk, hogy Q minden nemires
oldala is egész g-polimatroid. Ezért, @ minden nemures oldala

tartalmaz egész pontot, vagyis Q mint poliéder is ecgész.

2.3.14 TETEL Legyen | : S->8' szurjektiv lekepezes. A @ g-polimatroid

' (@) homomort kepe g-polimatroid. A V(Q)-t definialo (pl,bl) erds
, -1 el . ,

parra pl(X):' p( X)) , bI(X)= b(; (X)). Ezenkivul, ha @Q egesz,

akkor y-) (@) egesz vektorhoz letezik olyan x-@Q egesz vektor, amelyre
y= . (x).

BIZONYITAS. Nyilvan a megadott (p].hl) erls par és Q(pl,b]) 3o() .

A forditott iranya tartalmazast elég arra az esclre bizonyitani,
amikor S$'= S—{u,v} {w} (u,v=S , wZ8) és V(s)=s, ha s=S-{u,v} és

“(s)=w, ha s={u,v}.

lLegyen xlmq(pl, bl). Definial juk pj: S >R_{-z ) es hi: S->R. {=}) a

kovetkez8keppen.
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x {(87) ha X=§
pi(X) x (s) ha S={s)}, s=S-{u,v}

p(X) egycbkeént

xl(S') ha X=8
hi(X): x](s) ha S={s}, s=S-{u,v}

b(X) egyébként

Ekkor (pi,bi) gyenge par. A 2.2.6 tétel alapjan Q(pi,bi) nemires,
igy van x egesz pontlja. Mivel x=Q és ¥(x)=x1, a bizonyitassal

készen vagyunk. B
Az alabbi ket allitas nyilvanvalo.

2.3.15 ALLITAS. Legyen , :S->S' ugyanaz, mint el8bb es legyen (%} 8-

polimatroid az S -n, melynek definialo er8s parja (p],bl). Ekkor

=1
Ql—nok a . (QI) inverz homomorf kepe g-polimatroid, amelyet a
3 . , , -1, ..
kovetkez8 er8s par definial. p(A) = IH(A ) ha A= 7 (A') valamely
D ) . . NS S
A'CS és =-7 egycbkent, b{(A)= bl(A ) ha A= (A') valamely A'LS

és=- egyebkent .2

Meg jegyves., Ebb81 az Allitasbol kdnnyen levezethet jiuk Lovasz [1977]
azon tételét, mely szerint minden egész polimatroid egy matroid

polieder homomorf kepe. Valoban, legyen P egy polimatroid S'-n,
melyet a b polimatroid fiuggvény definial. Legyen S={v._.: v=S',
1
. ! . .
i=1,2,...,b(v)} es legyen J{v_)=v. Ekkor ¥ (P) g-polimatroid,
]

melynek a 0-1 egysegkockaval valéo Q metszete matroid poliéder, es

P=7(Q).



2.3.16 ALLITAS. Legyen S] es S2 ket diszjunkt halmaz es legyen

(pi,bi) erds par Si—n (i=1,2). 01: Q(pl,b]) es Qz= Q(pz’bz) g-

polimatroidok QIOQz:(x:(x‘,xz) 5 x]:Q] 5 xz*:Qz} direkt osszege §g-—

polimatroid. A definialo erB8s parja p(A)= pl(A“‘S]) + pZ(A}_iSZ) es

b(A)= b](A Sl) + bz(A"Sz).l

Legyen lll.'llzi e A Bk,_s. Tekintsitk a B(b) O-bazis poliedernek az
x(Ri): b(Bi) {i=1,2...) altal meghatarozott Ql oldalat. A 2.3.13
tetelben szerepld b1 fuggveny definicidjabol konnyen kiolvashato az

alabbi

2.3.16a KoVETEZMENY Ql direkt osszege azZ S, :=B, 1 -B. diszjunkt
i i i
halmazokon ertelmezett B(b. ) bagzis poliedereknek, ahol X_S_ -re
i i

bi (X):=b{(X Bi )—~b(Bi ).8

2.3.17 TETEL Legyen Qi: Q(pi’bi) (i=1,2) ket g-polimatroid S-en a

(p.,b.) er8s parral definialva. A Q es @ @ +@ == {x: x= x + Xx,
i 1 1 2 i 2 1 2
valamely x|iQ] , xzf QZ vektorokra} osszege g-polimatroid, melynek
definialo er8s parja (p‘+p2, b]+b2). Ezenkivul ha Ql és QZ egesz,

akkor q::_Q‘+Q2 egeész vektorra leteznek qEQl, quQ2 egesz vektorok

1
ugy, hogy q:q‘+q0.!

BIZONYITAS. Legyen Sl es SZ az S két diszjunkt példanya és legyen V
az a leképezes S"S?AAN*H S-re, amelyre ‘,C(v')= ;{(v?)= v minden vZ=S-

re. Ikkkor Qlu.)z: ‘,'(Q](BQZ) és a tétel kovetkezik a 2.3.14 tételb8l.

Meg joegvevzik, hogy a 2.3.14 os 2.3.16 tételek a megfeleld

polimat roidokra vonalkovs® tételek [Giles 19751 altalanositasai. A
matroidok dsszegére vonatkozo J.Edmondstél [1965] és Nash-Will iamst81
119671 vonatkozo tetel ebben a kornyezetben nyilvanvalo: az

vsszegmatroid poliédere az  Osszeadandd matroid poliéderek oOsszege
elmetszve a 0-1 egysegkockaval. Az osszegre vonatkozd rangformula a



2.3.6 utan Lett megjegyzeshBl adodik, ha azt b=Ir -re alkalmazzuk.
i

A kovetkez® tétel bizonyitasa egyszerll, ezért kihagyjuk.

2.3.18 TETEL Egy @(p,b) g-polimatroid akkor es csak akkor kup, hf
p(A), b(A) {-,0,+ } minden A_S-re. FEgy @(p,b) g-polimatroid Q+R
dominansa g-polimatroid, melynek er8s parja (p,b]), ahol blf:.l

1 szakaszban eddig awzal foglalkozntunk, hogy mikent Jlehet uj g-
polimatroidokat cldallitani. Befe jezeésil megadjuk az egeész g
polimatroidok egyfajta elBallitasat.

2.3.19 TETEL. Minden g-polimatroid egy korlatos g-polimatroid es egy
kup g-polimatroidnak az osszege. Minden korlatos egesz g-
polimatroid el8all egy matroid bazis poliederb8l homomorf kep
kepzessel, eltolassal es vetitessel.

BIZONYITAS. Miutan az osszegképzes és a vetiteés miivelete
felcserélhetd, az els8 részut eleg bazis poliaderekre bizonyitani.

LEMMA. Minden b teljesen szubmodularis fuggvenyhez, melyre b(S)<,
letezik egy teljesen szubmodularis, veges bl fuggveny ugy, hogy

b(X):bl(X) fennall hacsak b(X) veges, espedig bl(X):min(b(Y) + 2M| X-

Yi: Y.X), ahol M=max(| b(X) : X_S, b(X) veges).k

Definial juk most b?—l.: b, (X)=0, ha b(X)<=, es bz(X)::‘:, ha b(X)=0. b

2
tel jesen szubmodularis, B(b?) kup, B(bl) korlatos es B(b)= B(bl)+

B(bz).

A tétel masodik felének birzonyitasahoz belatjuk a kovetkezn8t.

LEMMA. Minden B(b) korlatos bazis polieder egy polimatroid fuggveny
bazis poliederenek eltoltja.

BIZONYITAS. lLegven b veges  és  Lel jesen  szubmodularis. Legyen
M:=max('b(A): ALS) és  jelolje v azt a vektort, melynek minden
komponense M. lLathato, hogy a bl(x)::b(x)+M}Xl fuggvény polimatroid



figgveny es H(b):B(h])—v.l

A lemmakbol valamint a 2.3.15 tétel utan bebizonyitott Lovasz

teétel b8l a tétel kovetkezik.EAR
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3. SZUBMODULARIS FOLYAMOK

A svubmodularis folyamok fogalmalt J.Edmonds és R.Giles [ 1977]
vezette  be. Legyen G=(V,EK) iranyitott graf és b": 2 ->R.{=}
keresztezBn szubmodularis fiiggvény. Legyen tovabba f és g (f<g) ket
kapacitas fiiggveny az élhalmazon (alsé ill. fels8 korlat), f:E-

]

SRt} és g->R{-=1}.

A Q:=Q(f,g;b") poliédert, amelynek elemei kielegitik az

(3.1.1a) f<x<g
(3.1.1b) L (A)<b"(A) minden A_V-re
X
egyenlBtlensegeket  szubmodularis folyam poliedernek neveznziik. Ha

f=pg=-, akkor Q-ra a Q(G;b") jelolést hasznal juk. Azt mondjuk, hogy
@ szep alakban van adva, ha Q=Q(G;b), ahol b teljesen szubmodularis
es b(Vv)=0. Q egy elemel szubmodularis folyamnak nevezzilk, mig az
(3.1.1) linearis cpyenlBtlensog rendszert srzubmodularis folyam
rendszernek . E fejeret anyaga a |[Frank 1982, 1984a, 1984b, 1984c¢],
| Frank-Tardos 19861 dolgozatokbol valo.

Nem megy az altalanossag rovasara, ha feltesszitk, hogy b"(V)=0, mert
b"(V)<0 esetén @ nyilvan ures, amely eset nem tul érdekes, b"(V)>0
esethen pedig h"{(v)-t 0-ra csokkentve nem roml ik el b"
szubmodularitasa keresztezd halmazokon es Q sem valtozik.

Szubmoduliaris folyamokra vonalkozo alapvetd eredmény:

3.1.1 TETEL (Edmonds and Giles [1977]) A (3.1.1) szubmodularis folyam
rendszer el jesen dualisan egeazertekll (TD1). Ha f,g,b"
egeszertekllek, akkor @(f,g;b") az egesz pont jainak konvex burka.l}

A Létell a 3.2 szakaszban be fogjuk bizonyitani. Meg jegyezzuk, hogy
a svakirodalomban S7.AMOS egyeb szub- vagy szupermodularis
fiiggvenyeket, ¢s grafokat magukban foglaldo modellt bevezettek. Ezek
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kapcsolatarol az alkalmazasok kozott szolunk .

A g-polimatroidok fogalmaban a gzub-— s szupermodularitas
szimmetrikus svzerepet jatszik. Ugyvanez all szubmodularis folyamokra
is, megha az  elnevezésben és a definicioban a  szubmodularitas
srerepel . Valoban, jelolje A a G graf (0,+1) incidencia matrixat,
azav aii‘*‘ { 1) ha ar i él1 belép (kiléep) a j csucsba és =0

egyebkent. .

3.1.2 ALLITAS. Tetsz#8leges Q=Q(f,g;b") szgubmodularis folyam polieder
felirhato @Q={x R, f<x<g, Ax-B} alakban, ahol B=B(b" O-bazis

polieder. Tetsz8leges Ql g-polimatroid eseten @Q:={x-R , f<x<g,

szQ1} szubmodularis folyam polieder.

BIZONYITAS. Az els8 allitas nem mas mint a definicio atfogalmazasa.
A masodik rész kovetkezik a  2.3.11 allitasbol és  abbol, hogy y=Ax

eseten y(v)y=0. ¥

Specialisan, ha p":2V~>R§{"} keresztezBn szupermodularis fiiggveny,
akkor Q:={x-R : «x<f<g, x(A)>p"(A) minden A_V-re} szubmodularis
folvam polieder. Ezen meg jegyvzesek alapjan talan helyesebb lenne
"sremimodularis" folyamokrol beszelni, azonban a szakirodalomban a
szubmodularis folyvam kifejermés gyokeret vert, es ezert maradunk

ennel .,

Amint lattuk mar g -polimatroid oldala is g-polimatroid, igy 3.1.2-
b81 kovetkevik:

3.1.3 TETEL [Cunningham-¥Frank 1985] Szubmodularis folyam polieder
oldala is szubmodularis folyam polieder.k

A 3.1.2 allitas és a 2.1.1 téetel masik fontos kovetkezmenye:

3.1.4 TETEL Ha a @=@(f,g;b") szubmodularis folyam polieder nemures,

akkor leterik egy b teljesen szubmodularis fuggveny, nevezetesen b"
masod reszeltje, amelyre Q=@(f,g;b).R

A kovelkezd tétel azt mondja, hogy minden nemiires szubmodularis

folyam polieder megadhato szep alakban.



3.1.5 TETELL Minden @ @(f,g;b") sgubmodularis folyam poliederhez
letezik egy Gl:(s’El) graf, melynek elei 1-1-ertelmll megfeleltetesben

I3

vannak G eleivel, tovabba letegik egy bf:20*>R:{r} keresztezdn
szubmodularis fuggveny ugy, hogy Q=Q(G];b;). Kovethezeskepp, minden

nemures szubmodularis folyam polieder megadhato szep alakban.

BIZONYITAS. Helyettesitsiik G minden v c¢sucsat annyi csuccsal, ahany
ellel érintkezik v és jelolje #(v) a v uj péeldanyainak halmazat. V
egy X reszhalmaza esetén a 2(X):=.(z{(v): v=X) jelolést hasznal juk.

Legyen S:=0 (V) ¢s  jelolje e es e az e-uv-k ¢l kel vegpont janak
u v

3 , . ot . " S
megfeleltetet t csucsokat S-ben. Definial juk a b1:2 =>R (=}

fuggvenyt. a kovetkez8keppen. X_.S-re legyen

b"(Y), ha X=v(Y) (YLV)
g(e), ha X:{ov} (e=uv=-E)

bU(X) =
v]( )
-f(e), ha X={e } (e=uv=E)
u

= egyebként,

Legyen G'T(S.HI) arvz a grafl, amelyre El::{n e : e=uv-E}. Konnyen
u v

’

lathato, hogy ar 1ly modon megkonstrualt h; és GI kieléegiti a tetel
kivansagaitl .ZE8

3.1.6 MEGJEGYZES. Ha a kiindulasi b" fuggveny tel jesen szubmodularis,
akkor a megkonstrualt b; metszdn szubmodularis.

A 3.1.5 teéetel jelent8sege abban van, hogy amig alkalmazasokban
tipikusan az eredeti altalanos alakra van szuksegunk, addig a
szubmodularis folyamokra vonatkozo tetelek bizonyitasakor elég a

szep alakkal dolgoznunk.
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3.2 MEGENGEDETTSEG, OPTIMALITAS

A halovati folyamok elméletében cirkulacionak mneveznek egy x:E->R
vektort, ha kielégiti a megmaradasi szabalyt, azaz £ _(v)=& (v)
X X

fennall a G=(V,E) graf minden csucsara. Ha b" azonosan nulla, akkor
egy x szubmodularis folyam sziksegképpen cirkulacio. Ebben az
értelemben a szubmodularis folyamok a cirkulaciok altalanositasai. A
jelen svakaszban kidolgozzuk a cirkulaciokra ervenyes megengedettsegi
es optimalitasi tételek altalanositasait, és ecuzel elBkeszitjik az
utat polinomialis algoritmus megkonstrualasahoz.

Legyen Q-Q(G:b) szép alakban adott folyam poliéder és legyen d:E->R

koltség fuggveny. Jelolje “(b) V azon részhalmazainak csaladjat,
melyen b veges., lLegyen B egy olyan 0-1 matrix, melynek oszlopai G
éleinek, sorai pedig “(b) elemeinek felelnek meg, és legyen az X-nek
megfeleld sor a - vektor. A kovetkez8 egymassal dualis linearis

programokat fogjuk vizsgalni.

(3.2.1) max (dx : Bx < b)

(3.2.2) min (by : yB = d, y>0)
(Tt a Bx<b epgyeniBtlenség rendszer nem mas mint (3.1.1b).)

3.2.1 TETEL A (3.2.1) primal linearis program akkor es csak akkor
megengedelt (azaz, & nemures), ha b(X)>0 fennall minden olyan X_V-
re, amelyre . < -0. Ha b egesz ertekll es @ nemures, akkor @ tartalmaz

egesz pontot.

BIZONY ITAS. A fellétel szikségeasége nyilvanvalo. Az elegendBseég
bivonyitasahoz ¢lszam szerinti o indukciot hasznalunk. Legyen e=uv-kE
egy el. Legyen m:=min{b(X): pxz {e}) és M:=max(-b(Y): éY:{e}). Azt

Allit juk, hogy m>M. Valoban, ha ﬁi‘x»—{e}z L:Y fennall valamely X,Y
halmazokra, akkor - Y:iX‘VTQ’ és igy a feltevées alapjan b{(X1Y)=
b(X. Y)= 0. A szubmodularitasbol b(X)+b(Y)> b(X Y)+b(X.Y)>0, azaz
b{X)>-b(Y) e¢s iy m>M. Valasszuk o@-t ugy, hogy m>x>M, és legyen

evzenkivil 7 egészn, ha m ¢s M 1s egész. Torol juik el G-b81 az e elt
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es legyven av, Tl graf G‘. Definial juk a b‘ figgvéenyt a

kovetkez8kepp.

b(X)-2¢, ha e belép X-be,
hl(X): b(X)+x, ha e kilép X b8l

b(X}), egyebkeéent

b] tel jesen szubmodularis és egészertéekll is, ha b  az. Az o

valasztasa miatt Q :Q(G];bl)—re fennall az indukcios felteves, igy
HIPN
QI tartalmaz ogy xl~R vektort, amely egesz, ha bl az. Most

N )
(xl,a)tu Q-ban van BRE

3.2.2 TETEL A (3.2.2) dualis programnak akkor es csak akkor letezik
megoldasa, ha a kovetkez8 H=(V,F) grafban nincs pozitiv osszkoltsegil
iranyitott kor a d koltsegre vonatkozolag:

ezuv-F, ha uv- FE. Legyen d (e):=d(e) (el8re el),
e=vu-F, ha uv E. Legyen d (e):=-d(e) (hatra el),
e=uv_-F, ha “(b)-ben nincs vu-halmaz. Legyen d (e):=0 (ugro el).

Ha d egeszertekll es (3.2.2) megengedett, akkor letezik egesz
megoldasa 1s.

IllZ()NYI'I‘AS.I‘I.v;:yr‘n (" a Il grafnak pozitiv d -koltsegll iranyitott kore.

Legyen x -R O az a (0, -1)-vektor, amely akkor 1| illetve -1, ha az e-
(8]

nek megfeleld &1 F-ben a € el8re illetve hatra ele. Most Bx0<0 és

dx >0, és igy (3.2.2)-nek nem lehet megoldasa.
o

Megforditva, tegyilk fel, hogy nincs H-ban pozitiv kor. Fkkor
létezik egy = :V->R vektor (egészértékll, ha d is az) ugy, hogy m(v)-
m{u)> d (uv) fennall F minden uv elemére. (Ez egy konnyll allitas a

halézati folvamok elméleteb81: példaul minden pontra az oda beérkezd
utak kowil 2 legnagyobb d' - koltseéegll koltsége jo lesz T gyanant.)
Mivel 7 konstanssal eltolhato, feltehet juk, hogy n>0.

Legyenek a © kulonboz8 eértekei 0O<m < <, ..<n

} 2 k
T(s)>r . }. d° definicioja miatt Xi—bBl nem lép ki ugro el. Tovabba

es legyen Xi:={sEV:
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minden uv-ok élre n(v)-n(u)= d(uv). Kovetkezesképp az X, halmazok
1
“(b)-hez tartoznak eés sulyozott  lanca (3.2.2) megoldasat

kepezi .BEE

A 3.1.5 12 tel segitsegédvel kapjuk:

3.2.2 TETEL [Cunningham-Frank] A (3.2.2) dualis programnak akkor es

csak akkor letezik megoldasa, ha a kovetkez8 H=(V,F) grafban nincs
pozitiv osszkoltsegll iranyitott kor a d koltsegre vonatkozolag:

ezuv-F, ha g(uv)= . Legyen d' (e):=d(e) (el8re el),
e=vu-F, ha f(uv)=--. Legyen d'(e):=-d(e) (hatra el),

e=uv-F, ha “(b)-ben nincs vu-halmaz. Legyen d (e):=0 (ugro el).l

Nevezzunk  egy  m:V- >l(+ vekLort dualisan megengedettnek, ha az y

sulyozott lanca megoldasa (3.2.2)-nek, masszoéoval ha

{(3.2.3A) T(v)-n(u) = d(uv) minden uv—E élre és

(3.2.3B) B(m) < =,

Megjepgyerszik, hogy ha Q a Q=(f,g;b) alakban adotl, ahol b tel jesen
szubmodularis, akkor a 3.1.5 tétel alapjan (3.2.3A) a kovetkezd
alakot olti:

m(v) - m{u) < d(uv), ha f(uv)=-=
(3.2.3A")

"{v) - 7(u) > d(uv), ha g(uv)==.

A T vektort opftimalisnak nevezzik, ha y optimalis megoldasa (3.2.2)-
nek.  Miutan B(7)=yb, ez azzal ekvivalens, hogy m minimalizalja B(m)-
t a (3.2.3) feltctelek mellett .

Figyeljik meg, hogy a 3.2.1 tételb8l kovetkezik, hogy Q(f,g;b")
szubmodularis folyam poliéder minden oldala tartalmaz egeész pontot,
ha f,g,b" ecgeszértekll (a 3.1.1 tétel masodik fele), hiszen az 3.1.3
tetel szerint szubmodularis folyam poliéder oldala is szubmodularis



folyam polieder, az 3.1.5 tetel szerint pedig minden szubmodularis
folyam polieder megadhatd széep alakban.

A teljesséy kedvedrt megmutat juk, hogy a  jelen megkozelibtéabBi
kozvetleniil levevzethetd a 3.1.1 tétel els8 fele is. Legyen tehat
Q(f,g;b") szubmodularis folyam poliéder, legyen d koltségfiuggvény
cgeszortekll 65 tegyiik fel, hogy a sazbébanforgd dualis linearis
programnak van veges optimuma. Fkkor Q nemures, igy a 3.1.5 tetel
szerint. megadhato szép alakban. A 2.1.3 és az 1.8 allitasok szerint
clég a TDI-séget ilyen alakra igazolni.

A 3.2.2 tetel szerint letezik egészértékll dual-megengedett vektor.

Legyen 0 optimalis ilyen ¢és  legyen vy a mn sulyozott lanca.
[A) (e ] O
Megmutat juk, hogy = nemcsak az egeészek kozil oplimalis. Ennek
&)

erdekeben azt kell belatni, hogy van egy x —-Q, amelyre xO(A)=b(A)
o
fennall amikorcsak y (A)>0. Mas szavakkal, azt igazoljuk, hogy a
o

Q]::{x%(.}: x{(A)=b(A), ha y (A)>0, ALV} oldal nemiires.
O

A 2.3.13 tetel szerint Q':Q(G;b]) ahol bl(X):=B(H+Ax)—6(H). A 3.2.1
tétel szerint Ql akkor ures, ha létezik egy Z halmaz, amelyre bl(Z)<0

es . _=0. bDe ekkor 1n,:= 7m 4% dual-megengedett eées b{mw_ )<b(n ),
-7 1 o 7 1 o

cllentetben = optimalis valasztasaval. Vagyis Ql nemures . B1E
[8)

rdemes evzen a nyelven megfogalmazni a 3.1.1 tLételt.

3.1.1° TETEL Legyen @-Q(G;b) szep alakban adott nemures szubmoduliaris
folyam polieder. Fkkor max({(dy: x- Q) = min(B(rn): v dual -megengedett),
felteve, hogy a maximum letegik. Ezenkiviil, ha b egeszertekll,
letezik x egeszertekldl optimum. Ha d egeszertekil, letezik «
egeszertekld dual optimum.¥

A 3.2.1 ¢és a 3.1.5 tételekb8l az 3.1.6 megjegyznést felhasznalva
kap juk:

3.2.3 TETEL Ha b teljesen szubmodularis, a @Q=Q(f,g;b) szubmodularis
folyam polieder akkor es csak akkor nemures, ha

(3.2.4) ?f(A) = Eg(A) < b(A) minden A_V-re.@ik
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Megjegyzendl, hogy b=0 specialis esetben a 3.2.3 tétel Hoffman
[1960) cirkulacios téeteldat adja. Az 1.2 Reszelési tetelbBl és a

masod- reszelésre vonalkorzd 2.1.2 LételbB8l kapjuk:

3.2.4 TETEL A) Legyen b metsz8n szubmodularis fuggveny a Q(f,g:b’ )

szubmodularis folyam polieder akkor es csak akkor nemures, ha
(3.2.5a) c (A ) - - (CA) <Ib (UA)
f 1 14 i i

tel jesul 1% diszjunkt A],...,Ak reszhalmazainak tetsz8leges

csaladjara.

B) Ha b" metszdn szubmodularis, amelyre b"(V)=0, a Q(f,g;b") akkor
es csak akkor nemures, ha

(3.2.5b) s (CA) - (CA) <Eb (1A )
{ 1 g 1 L)

tel jesul vV disz junkt Al""’Ak reszhalmazainak tetsz8leges

csaladjara, ahol mindegyik A. paronkent ko-diszjunkt Ail,Aiz,..., Ail
i
halmazok metszetekent all eld.%

Raterunk most az optimalitasi feltételekre. Legyen Q-Q(G;b) szep
alakban adott szubmodularis folyam polieder, =z egy eleme es d

kol tseg fuggvény.

3.2.5 TETEL =z akkor es csak akkor optimalis megoldasa (3.2.1)-nek, ha
letezik egy v V- (potencialnak hivott) vektor, amelyre tel jesulnek
a kovetkez8 optimalitasi kriteriumok:

(3.2.6) minden uv-E elre w(v)-n(u)= d(uv).
(3.2.7) . (S.)=b(S. ),
7 1 H
minden S := (v V: u(v)>r } szinthalmazra, ahol 1 GT1< ...<nk a
1 | O

kulonboz8 ertekei.
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BIZONYITAS A lLinearis programozas elemeib81l vilagos, hogy a z akkor
es  csak  akkor optimalis mepgoldasa (3.2.1)-nek, ha (3.2.2)-nek
letezik megoldasa d és bl -re nezve, ahol

h(A) ha 7\7(A)—“b(/\)
bl(/\):'

egyebkent .

A 3.2.2 tétell, illetve a bizonyitasat Q(G;bl)~r-o alkalmazva a tetel

kovetkezik.B

Meg jegyezzuk, hogy a 3.1.5 tetel segitsegeével ebbd1 konnyen
teolvashal juk az optimalitas fellételét akkor is, amikor Q altalanos
alakban van adva. {LLasd | Frank 19841). Most c¢sak arra az esetre

fogalmazzuk meg, amikor Q=Q(f,g;b), ahol b tel jesen szubmodularis eés
b(v)=0.

3.2.6 KOoVETKEZMENY 2 akkor e¢s csak akkor maximalizalja dx-et, x-@, ha
letezik olyvan TIV-D>R (potencialnak hivott) vektor, amelyre
teljesulnek a kovetkezd optimalitasi kriteriumok:

(3.2.6a) Minden e=uv- E elre d(e)<0 => z(e)=f(e) (>—),

(3.2.6b) Minden ezuv_ E elre d(e)>0 => z(e)=g(e) (<),

(3.2.7.a) u,v-V pontokra w(u)>i(v) => E?(u,v):O,

ahol d(e):-= d(uv)+ (u)- n(v) es Ey(u,v):= min(b(X)—}\7(X): X

uv-halmaz).§

Figyel jiik meg hogy (3.2.7a) semmi mas, mint a (3.2.7)
atfogalmarzasa, tovabba, hogy a (3.2.6a-b) feltételek  éppen  a
halozati folyamokbol jél ismert optimalitasi kritériumok.

A 4.4 szakaszban leirunk majd egy el jarast, amely polinom id8ben
megtalal egy optimalis 2 vektort. ott fogjuk felhasznalni a fenti

optimalitasi kriteriumokat .
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3.3. SZUBMODULARIS FOLYAMOK ES G-POLIMATROIDOK

A 3.1.2 téetelben mar lattunk kapesolatot szubmodularis folyam poli-
cederek s g-polimatroirdok kozott. Ebben a szakaszban ezt a viszonyt
tovabb elemevzuk. Pi8szor  is  megmutat juk, hogy a 3.2.1 tetel
konnyen implikalja a diszkret szaparacios tetelt (1.4 tetel).

BIZONYITAS (1.1 tétela). Legyen p és b a tetel szerint adva.
Feltehetd, hogy p(S)=b(s). (Kllenkez8  escetben valtoztassuk p(S)
ertéeket b(S)-re. Mivel ez novelést jelent p szupermodularis marad.)
Legyen S'és S" az S ket peldanya. (Egy X_S reészhalmaz esetén a
megfeled S'éas S"-beli reszhalmazokat X' eés X"-vel jeloljuk).

Definial juk a G=(V,K) grafot, ahol V:=8'!8" és K:={s"s': s=S}. X'CS’
eées Y"LS" esetén legyen b (X 'U0Y"):= b(X)-p(Y). Nyilvan b tel jesen
O (9]

szubmodularis eés a 3.2.1 tételbB8l az 1.4 tétel kovetkezik.ilil

Av 1.4 és a 2.3.9 tétel segitsegevel kapjuk a kovetkezd g-poli-

matroidok metszetére vonatkozo eredmenyt :

3.3.1 TETEL Legyen (p] 'bl) es (pz,bz) ket erls par. Az altaluk
definialt g-polimatroidok Q= Q(pl ,b‘) i Q(pz,hz) metszete akkor es

csak akkor nemures, ha p,(b,‘ L (i=1,2).841
i 3-i

Fbb81l rogton adodik az alabbi kovetkezmeny, amely a 2.3.5

altalanositasa.

3.3.1a KOVETKEZMENY A Ql es QZ g-polimatroidnak akkor es csak akkor

van kozos eleme, ha letezik x ,y. - Q. (i=1,2) ugy, hogy ;-:1_<y1 es
1 1 1

>y B
X92Y9

Valojaban ecgy 3.3.1-nél tobbetmondd Allitas érvenyes, amely a poli-
matroidok Edmonds féle metszet-tételének altalanositasa.

3.3.2 TETEL lLegyen (p'I ,bi) es (pé,bz) ket gyenge par, ahol a



a8

szerepl8 fuggvenyek egeszertekllek. A

(3.3.1) {p. (A)<x(A)<b (A) minden A S, i=1,2)
i i

linearis rendszer szubmodularis folyam rendszer. (3.3.1) DI, es
ezert a Q(p],b]) Q(pi,bi) metszet egesz polieder.

BIZONYITAS. Kepezziik ugyanazt a G grafot mint az el8bb. Definial juk
a b":2 >R {} fiiggvenyt:

hi(Y), ha X=Y (S
‘Pi(Y). ha X=V-Y' (Y'L §")

b"(x)::
b?(Y)y ha X:VAY“ (Y" L Sn)

~pé(Y) ha X=Y"_s8",

Most lathato, hogy az (3.1.1b) szubmodularis folyam rendszer
ugyanaz, mint. (3.3.1).E¥E

Megiepyzend®, hogy az el828 tétel Altalanositja McDiarmid [1978] egy
tételet is, mely szerint egy polimabtroid metszete ey savval vagy egy
teglaval olyan, hogy minden oldala tartalmaz egész pontot, felteve,
hogy a polimatroid, a sav és a tégla is egész. lHasonloan lathatd a
metszet-lLétel kovetkez8 valtorzata.

3.3.3 TETEL lLegyven bl" s b; ket egeszertekll keresztezdin szub-

modularis fuggveny, melyekre b;(S)= bg(S):k. Ekkor a

(3.2) {(x(S)=k, x(A) < min(b;(X),bg(X)) minden X_S-re}

rendszer szubmodularis folyam rendszer. Igy (3.2) TDI, es ezert a
(3.2) altal definialt polieder egesz.Bil

A fejezet 8 eredménye a kovetkezd:
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3.3.4 TETEL FKgy polieder akkor es csak akkor ket g-polimatroid
melszetenek vetulete, ha szubmodularis folyam polieder.

BIZONYITAS. Eillszor legyven Q szubmodularis folyam polieder és tegyiuk
fel, hogy Q Q(G;b) szep alakban van adva. Ugyanazt a jelolest

hasznal juk, mint az 1.5 tétel bizonyitasaban. Legyen tovabba T: ={ev:
c=uv-E}. Definial juk a hl 3 ZS' >Ro{= )} fuggvenyl: bI(X):= b(Y), ha X=
w(Y) (YLV) és =2 egyebként. Ekkor b] tel jesen szubmodularis.
Definial juk S-en a kovetkezd ket g-polimatroidot. Legyen Ql 1= {ZERS:
y,(o”)&y,(vv):()} o5 Q?:f {Z%RS: '/.(X)<b1(x) minden XC_S-re, z(S)=0}
(mindegyik 0 bavis policder). A konstLrukciobol konnyen kiolvashalo,
hogy Q a Ql Q,)‘ vetillete R -be.

Azt mar lattuk, hogy két g-polimatroid metszete szubmodularis folyam

polieder. A tétel kovetkezik, ha belatjuk, hogy @ szubmodularis
folyam poliéder vetillete is aw. Legyen Q=Q(G;b) ismet. szeéep alakban
adva. Legven e— K. Flég aznt belatni, hogy e mentén vetitve szub-
modularis folyam poliédert kapunk. Legyen Ql a vetiilet, F:=E-e és

>

T - E . .
H:=(V,F). Definial juk h]:Z ~>R.U{=} -et emigy: bl(X)::H“, ha e ki-

vagy belép X-be és =bh(X) egyébkent. Most bl tel jesen szubmodularis.

Azt allitjuk, hogy Q]fQ(H;h‘ ). Nyvilvan Ql;Q(H;b‘ ). Az ellenkez8
iranyu tartalmazas bivzonyitasahon legyen X IEQ( f; b] ). Ki kell
mutatnunk, hogy lélezik olyan x-Q, amelyre x(h)le(h) minden h-F-re.

kv azzal eckvivalens hogy a Q(f,g;b) szubmodularis folyam poliéder
nemires, ahol ~f{e):= gle):=+ és f(h)=g(h)=x (h), ha h-F. A 3.2.3
o

tetelbdl es bl definiciojabol adodoan Q(f,g;b) valoban nemires.15E



4. ALGORITMUSOK

4.1 A MOHO ALGORITMUS ALKALMAZASA RESZELESRE

Az egyik legrégebben tanulmanyozott kombinatorikai el jaras, a mohod
algoritmus eredeti alakjaban iranyitatlan graf minimalis koltseégl
feszity fajanak megkeresésére  szolgal. Az el jaras abban az
ertelemben moho, hogy minden lépésben a lehet8 legkisebb koltsegll &1t
valaszt ja, csak azzal tor8dve y hogy ne hozzon létre kort. Tobben,
egymastol  fuggetlenil felfedezték, hogy a moho el jaras matroidokra
s kiterjeszthetd [R.Rado, J.Edmonds, D.Gale]. J.Edmonds meg-
Figyelte, hogy a mohd algoritmus polimatroidokra is altalanosithatd.
S.lujishige és N.Tomizawa [1983] kiterjesztette az el jarast O-bazis
policderekre. Miutan minden g-polimatroid 0-bazis polieder
vetiilete, a moho algoritmus alkalmazhatd tetsz8leges g-polimatroidra.
Az egyszerliséeg  kedveért  ebben a  szakaszban  végig  fel fogjuk
téetelezni, hogy a  szerepl8 halmaz fiiggvények mind végesek, ami
annyit jelenlt majd, hogy a szerepld poliéderek korlatosak. Az
aAltalanos eset némi  Lechnikai nehézség lekiizdése utan hasonloéan
kezelhet 8. Ennek reszletei a [ Frank-Tardos 1986 ] cikkben

szerepelnek.,

Eyyseerltbb  jelolés kedvédért, feltesszik, hogy S={1,2 ye-eyn}. Legyen
w: S->lt+ celfiggveény olyan, hogy wi)>w(i+]) (i=1,...,n-1).

Bivonyitas nelkil kimondjuk a mohd algoritmusra vonalkozo e redményt. .,

4.1.1 TETEL [Fujishige-Tomizawa 1983| Legyen @ korlatos g-polimatroid

es w: A max(wx: x-@) optimalizalasi problema egy z megoldasa a
kovetkezd:

(4.1.1) z(i):=max(y(i): y @, y(j)=2z(j) minden J<i-1-re.

Ha @=B(b) vagy @=S(b), ahol b teljesen szubmodularis, akkor
z(i)=b({1,...,i})-b({1,...,i-1}).4N

RESZELESIT ALGORITMUS
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Jelen celunk nem a mohd algoritmus elemzése, hanem néhany érdekes, 0
felhasysnalasanak bemutatasa, Legyen b’ metszdn . szubmodularis

fuggveny s legyen b oa reszeltje, azaz minden ALS halmazra

(4.1.2) h(A)=mjn(ij'(Ai): {Ai} az A particioja.)

F18sz06r leirunk egy el jarast, amely kiszamitja b(A) értékét, valamint
azt az {A,} particiot, ahol a minimum eléretik. Ehhez szukséegiunk
1

van a kovetkesd MINIMALIZALAST ORAKULUMra:

Adott A S es5 2z:A->R eseten keressuk meg azt az X_A halmazt, melyre
b (X)-z(X) minimalis.

Legyen p=-'. [Ekkor (p,b’) gvenge par, amelynek reszeltje (p,b) er8s
par, tovabba Q(p,b')=Q(p,b)=S(b). A 2.2.3 tétel szerint b(A)-
max{(x(A):  x=Q(p,b)). Alkalmazzuk az 4.1.1 tételt a w:- %,

koltsegre. FKkkor a (4.1.!')-ben szerepl8 =z(i) értékekre (*) =z(i)=
min(b " ({i,...,i}) - z({t,,...,i-1}) adodik. Ez pedig a b'-re
vonatiozo minimalizalasi orakulum segitségével kiszamithato.

Ha mar a « vektort (&5 ezzel b(A) 1) kiszamibottuk, meghatarozhat juk

A-nak azt avz {A_} particidojat, melyre b(A)=ib (A.). Tekintsiik azokat
i i

a B halmazokat (i=1,...,1Al), melyeken (*) jobboldalan a minimum

1
eleretett . Legyenek a {B.} hipergraf komponensei A1 3000 gl s A
i

k
definicio szerint. mindegyik Hi pontos, azaz, z(l&i):b'(Bi). Mivel
metsz8 pontos halmazok unioja is pontos, valamennyi Aj halmaz is
ponlos. Ily modon b(A)=z(A)= ;(Z(AJ,))= E,(b’(Aj)), vag‘yis {Al} a
kivant particiot adja. .

Az eljaras O(n) lépeést és a minimalizalasi orakulum O(n)-szeri
hivasat igényli.



4.2 MASOD-RESZELEST ALGORITMUS

Legyen Q=B(b") bazis polieder, ahol b" keresztezdn szubmodularis.
Fujishige tetele (2.2.7) szerint a B(b") poliéder akkor és csak

akkor nemures, ha

(4.2.1") a) =b"(7Z_) > b"(8) eés b) Zb"(5-Z_ ) > (Lt-1)b"(8)
i i

fennall ary 8 minden {'/.l . .V.' } particiojara. A

A 2.1.1 tetel szerint, ha @ nemiires, akkor letezik egy b
cgyoertelmlien meghatarozot b tel jesen szubmodularis fuggveny,

nevezetesen b" masod reszeltje, amelyre B(b)-Q. Azt is tudjuk, hogy
b(A)~ max(x(A): x-Q).

K1Bsvor a | Frank-Tardos 19861 dogozathd] idézve megadunk epgy
eljarast, amely vagy megtalalja Q-nak egy elemet (egeszet, ha @
egesy)  vagy  pedig  megkonstrual cgy (4.2.1)-et megsertd (Zi }

particiot. Utana pedig  megmutat juk, hogy az el jaras cseckély
modositasaval hogyan lehet adolt w célfiggvéeny esetén max{(wx:x=Q)-t
meghatarozni . Specialisan ha w egy A halmaz karakterisztikus
vektora, akkor ez a maximum épp b(A) értékel adja. Meg jegyenzik,
hogy av algoritmushoz szuksegiunk van egy b"-re vonatkozo

minimalizalasi orakulumra.

IFe fog juk tetelezni, hogy b"(S)=0. Kz, nem csokkenti az
altalanossagol, mert. ha b"(S) nem nulla, akkor legyen v az S egy
eleme 6s definial juk a h'l' fiiggvenyt ekkepp: b"'(X):zh"(X)—b"(S) ha v=X
es h'l'(X) :=b"(X) ha v#£X. Nyilvan b']' kereszlez8n szubmodularis és
B(b'l' ) egy olyan O-bazis poliéder, amely @Q-nak =z-vel vald @Q—-z

eltoltja, ahol z{(u)=0 ha u=S-v és =z{(v)=b"(8).
O-bazis policderre a (4.2.17) feltétel igy alakul

(4.2.1) a) =b"(Z.) > 0 és b) “b"(S-Z.) > O.
i i
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fennall az S minden {Z],...Zt} particiojara.
Valojaban av  eljaras egy 0j, konstruktiv bizonyiltas arra, hogy

(4.2.1) elegend8 Q nemirességehesz. Ezt a bizonyitast adjuk meg,
ma jd jelezziik, hogy miként alakithato algoritmussa.

A 2.2.7 TETEL KONSTRUKTIV  BIZONYTTASA. Tegyitk fel hogy (4.2.1)

fennall. Fkkor 8 minden v elemére h"(v)+b"(S-v)>0, mert kiilonben a
'/.l vy, Z,:={S~v} particio megsertene (2.1)-et. Indukciot

hasznalunk ax  olyvan v elemek szamara, melyekre b"(v)+b"(S-v)>0.
Amennyiben nincs ilyen elem, azaz b"(v)+b"(S-v)=0 minden v=S-re,
akkor azt allitjuk, hogy a z(v):=b"(v) (v=S) vektor eleme Q-nak.
Valoban, ha (4.2.1a)-t az egyelemll halmazokbdl allo  particiora
alkalmavuk, akkor azt kapjuk, hogy z(8)>0. Annak &érdekében, hogy a
z{A)<Hb"(A) egyenlBtlenscget, Fassuk (minden ALS)-re, alkalmazzuk
(4.2.1)-ct. arra a particidéra, amely az A elemeib8l mint egyelemil
halmazokbol, valamint (ha A#ZS) az S-A halmazbol all.

Tegyiltk  most  fel, hogy valamely v=S-re b"(v)+b"(S8-v)>0. Az
eltképzeles az, hogy agy csokkent jitk b"(v) és b"(S-v) értékét, hogy
osszegik nulla legyen és az indukcios hipotézis (ennmaradjon, (azaz
(4.2.1) érvényes legyen a csokkentett b"-re).

Legyen tehat  ((v):= wmin((b"(S.): i=1,...,t): {S‘....,St} az S-v
i .

particioja) ¢s g(v):= min(; (b"(S-S.): i=1,...,t): {S ...,St} az S-v
i .

’
1

particioja).

1.Eset.. f(v)+g(v)>0. Valasszuk 2-t ugy, hogy -f(v)<a<g(v) eés «
cgesy, ha 0 oa g egoessorleki, Definial juk b'l'(v):z(x, b'l'(S—v):=—a,
maskulonben b'l' megegyezik b"-vel. Nyilvan b'l' metszdn szubmodularis
es (4.2.1) fennall h'l'*ro vonatkozolag. Valoban, ha * particiora

(4.2.1) megseriilne, akkor az @ definicidja folytan sem {v} sem S-v
nem szerepelhet a particioban. De ez azt jelenti hogy mar * mar b"-
re nezve is megsérti (4.2.1)-t.

2.Fset., ft(v)+g(v)<0. Ez ellent fog (4.2.1)-nek mondani. Az S :=S-v

halmarz X reszhalmazain definial juk a b ' (X):=b"(X), es
p (X):=-b"(S-X) fiuggvényeket . Fkkor (p',b’') gyenge par. (4.2.1)
ekvivalens (2.2.3)-mal. LLegyen ',::{Fl,...,Fk} illetve f3=((}1,...,(}|}

az a particio, amelyre f((v)=2(b"(F_ ): FiEF) és  g(v ’—'Z(b"(S—Gi):
i .

G.=%). Ha f(v)+g(v)<0, akkor - eés 7 kielégitik (2.2.4)-et. A 2.2.6

i

tetel bizonyitasaban alkalmazott el jarast alkalmazva az S-v olyan
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Zl,...,Z' diszjunkt részhalmazait kapjuk, melyek megsertik (2.2.3)-

t.. Fkkor viscont a {L’.l....,V,',S' 7.} particido megserti (4.2.1)-ct. . B
i

Annak érdekében, hogy ezt a bizonyitast algoritmussa alakitsuk.
el8szor is figyeljik meg, hogy a b"-re vonatkoz6 minimalizalasi

orakulumbol konnyen készithetiink egy olyan b']'fre vonatkozot, amely

b"-b81 gy keletkezik, hogy a b" értékeit néhany egyelemll halmazon
es a komplementeréen csokkent jitk.  Masodszor, a bizonyitasban szerepld
f(v) es g(v) minimumok kiszamithatok, az 4.1 szakaszban ismertetctt
reszeleési algoritmus segitségével. Valoban, a b;(X):Z:b"(X) {ha X(LS-

v) és bz’)(X):ﬂ)"(S X) (ha XUS-X) figgvények mebsz8n szubmodularisak

az S-v reszhalmazain és egy rajuk vonatkozd minimalizalo orakulum
konnyen el8allithatéo a b" éb81.

MASOD-RESZELEST ALGORITMUS

S .
Input.: 8- {v‘ y...v } alaphalmaz és b":2 ->R metsz8n szubmodularis
n

fuggvény, melyre b"(S)=0. {b" abban az értelemben van "adva", hogy

cgy b"-re vonatkozo minimalizalasi orakulum rendelkezéesre all).

Output: Vagy egy (4.2.1)-et megsértd particio, vagy egy z-Q vektor
(egesz, ha Q az).

i=1,2,...,n-re tegyiik az alabbiakat.
1. Legyen s{i):=b"(v)+b"(S-v).
la. Ha s(i1)<0, STOP. Q ures és F:={v,S-v} megseérti (4.2.1)-t.

1b. Ha s(i)=0, legyen z(i):=b"(Vi).

le. Ha s(i)>0, legyen 'l‘::{v],...v, ‘} és definial juk az S—vi X
o

reszhalmazain a b" és b? metsz8n szubmodularis fiiggvényeket:

A
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bi(X):rz(v) ha X={v}, v=T és bi(X):=b"(X) egyebként

bz(X)::—z(v), ha X={v}, voT és bé(X)::b"(SﬁX) egyébként.

A resszelési algoritmussal szamitsuk ki az

f(v. )= min(?(bi(s_): =l 2. b)) {Sl,...,St} az S-v. particioja) eés
i i i

g(v. )= min( (b (S, ): i=1,2,...t): {S.,...,8 } az S-v_ particioja)
1 2 i 1 t 1

eértéekeket valamint azt a=z ;t{Fl,...,Fk} illetve ?={Gl,...,Gl}

particiot, ahol az f-et és g-t definialé minimum eléretik.

2. Ha f{v_ )+g(v. )<0, menjunk a 2. részre. Egyébként legyven z(v,)
1 1 1
olyan % szam, hogy -f(v. )<a<g(v,) (a legyen egeész, ha b"
i i

cgeszertekll).
Ha i=n, STOP: a kapott z vektor Q-ban van.

Ha i<n, novel jik meg i-t 1-gyel és menjunk az 1. lépésre.

2.RESZ

Alkalmazva - és “-re a 2.2.6 tétel bizonyitasaban leirt eljarast,
keressiink S-v-nek olyan 7'....,Zt diszjunkt reszhalmazait, melyek

megsertik (2.2.3)-t. STOP: a {Zl,...,Zt,S—UZ,} partici6o megserti
i
(4.2.1)-et. .}

Az algoritmus szekvencialisan megy végig az S elemein. Egy elem
vizsgalatakor konstans szami lépésre és a resgzgelési,_ algoritmus
kétszeri hivasara van szikségiink. Vagyis az el jaras O(n ) lépést és
a minimalizalasi orakulum ugyanennyi hivasat igenyli.



A MASOD-RESZELT MEGHATAROZASA

A fenti algoritmus csekely modositassal hasznalhato, ha adott egy w

celfuggveny s a max(wz:2-Q) értéket keressiik. Tegyiuk fel, hogy
w(vl)?W(v?)?...“W(v e A masod-reszelési algoritmus 2. lépésében
) n
valasszuk a z(v, ) ertéekel. a legnagyobbnak, azaz g(vi)*nek. A4.1.1
i

tetel alapjan a kapott z vektor optimalis.

Tegyuk most ujra fel, hogy b"(S)=0, B(b") nemires, és meg akarjuk

valamely XS halmazra hatarozni a b(X) mAsod-reszelt értékét, egyiitt

azokkal az X  halmazokkal, amelyek a (2.1.2) képletben szerepelnek.
i

Mivel B(b)=B(b"), a 2.2.3 tétel szerint létezik olyan z=B(b"),
amelyre z(X)=b(X). FEgy ilyen z-t ugy kaphatunk meg, hogy az elBbbi
maximalizalos el jarasban a w suly fiiggvény értékét X elemein 1-nek
valaszt juk, masutt O-nak.

kmlékeztetiink a 2.1 szakasz elején a b definicidjahoz bevezetett b’

es p' fluggvenyekre. A 4.1 szakasz végén leirtak alkalmazasaval

megkonstrualhat juk az X egy olyan {Xl,..., X } particiojat, amelyre
n

b (X.)=b(X). Ezutan pedig ugyanezzel a moédszerrel mindegyik Xj
1 i

komplementerenek megadhatunk egy i, X..,... particiojat (ahol Y az
i i

N 2
Y komplementeret jeloli) gy, hogy b (X )= 3 b"(X. . ).8
1 J 1.}

.

A masod-reszelésio algoritmust fel fogjuk hasznalni a szubmodularis
folvamok konstrualasanal. Tovabbi alkalmazasai szerepelnek majd az
5. fejevetben.
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4.3 SZUBMODULARIS FOLYAM KERESESE

A 3.2 szakaszban megadtuk annak a sziikséges és elegendd feltételét,
hogy adott Q szubmodularis folyam poliéder mikor nemiires. Jelen
celunk ezen kérdés algoritmikus vizsgalata. KEl8szor leirunk egy
eljarast |Frank 1984b] arra az esetre, amikor Q=Q(f,g;b), ahol b
teljesen  szubmodularis  es  b(V)= 0, majd ezt Kkiterjesztjik az
altalanos eseclre, amikor b keresztezBn szubmodularis.

A 3.2.4 Létel szerint Q akkor és csak akkor nemiires, ha (3.2.4)
fennall. A7 el jaras az  Kdmonds—-Karp féle maximalis folyam
algoritmus altalanositasanak tekinthet8.

Legyen x:R->F tetsz8leges olyan vektor, amelyre f<x<g.

Egesvitsik ki a grafot s és t 0j pontokkal és G minden v pontjara
vezessunk egy-egy uj éelt t-b8l v-be és v-b81 s-be. Az Uj e eleken
av. f(e) also kapacitas legyen 0, a g(e) fels8 ka‘pa(:ités pedig = . A
uj graf legyen G =(V ,E ) és legyen X (B)= ¢ (B)- & (B), ahol ¢
; | 1 1 X X X X

b, ¢ a Gl—ro vonatkozik.
X

A b fuggvenyt terjesszuk ki V/{s,t} részhalmazaira ugy, hogy minden

s vagy t pontot tartalmazo X halmazra legyen b(X)=-. A kiterjesz-
tett b tel jesen szubmodularis. Tekintsiik az lﬂ en a kiterjesztett
f,g és b altal definialt Q, szubmodularis folyam poliédert. A

valasztott x vektor kiegészithet8 Q] egy elemévé ha az uj éleken az

x ertckeit alkalmasan definial juk. Példaul x(vs)=M, x(Lv)=0 (v=V)
biztosan megteszi, ahol M= max(f (B)- & (B)- b(B): BLV, b(B) véges).
x X

Mar most megjegyezziitk, hogy az el jarasnak keresztezdn szubmodularis
fuggvenyckre torténd kiterjesztésénél egy ravaszabb modon definialt
kezdeti x-re lesz sziikségunk.

Az algoritmus alapeszmeje az, hogy ezen x megoldasbol kiindulva,
ujabb es ujabb megoldasokat keres egészen addig, amig vagy talal egy
olyan megoldast, amelynek minden 0j élen 0 az értéke, (mely esetben
a7z eredeti feladatunknak talaltunk egy megoldasat), vagy pedig talal
cgy olyan A halmazt, mely megsérti a (3.2.4) feltételt..

Av. altalanos lépéshez tegyiik fel tehat, hogy adott x:E1—>R, amelyre

xEQ]. Keszitlsiunk el egy G =(V1,E ) segedgrafot a kiovetkezBkepp.
X X



I¥' -nek harom tipusiu eleme van.
X

(1) ¢, =uv (eldre) el, ha x{uv)<g(uv) (uv=E). Legyen e_ kapacitasa

1

(‘.(e] Ji=g(uv)-x(uv).

(2) ¢, =vu {hatra) el, ha x(uv)>f(uv) (uvEE). LLegyen e, kapacitasa

cle, )i x(uv) (uv).

(3) eq:uv (ugro) él1 (u,v#s) ha nincsen pontos uv-halmaz (azaz uv nem
lép ki pontos halmazbol). Legyen 93 kapacitasa v(vq)::min(b(u)wk (B),
< X

B uv-halmav).

Ittt egy B halmazt akkor nevezunk pontosnak (x-re néuzve), ha
(B)=b(B).
X

l . LEMMA Pontos halmazok metszete es unioja pontos.

BIZONYITAS. lLegyen A és B pontos. Ekkor b{(A)+b(B)= X (A)+LX(B)=
X
}X(A'B)+PX(A B)< b(AIB)+b(A'B)< b(A)+b(B). Kovetkezésképp vegig

cgyenl8ség all és a lemma kovetkezik.l

Ha a v c¢sucs benne van pontos halmazban, legyen B (v) a v-t
X

tartalmavzo pontos halmazok metszete. Ha feéelreértést nem okoz,
Bx(v)—t B{(v)-vel fogjuk jeldlni. Az 1. lemma szerint B(v) pontos.

Két eset lehetseéges.

1.ESET Nem letezik Gx—ben s-b81 t-be ut.

Legyen S az s-b81 elérhet8 V-beli pontok halmaza. Ha S=¢, akkor
x{sv)=0 minden v-V-re. Az algoritmus véget ér: x megszoritasa E-re
olyan vektor, amely Q-ban van.

Tegyuk, fel, hogy S nemires.Ekkor Z(x({(sv):v=S8)<0. Mivel S-b81 nem
lép ki ugrd €1, minden S-beli pont benne van pontos halmazban, ezért



S= (B(v):v=5) és igy az 1. Lemma szerint S pontos. Ezenkivul
minden S-b81 kilépd uvcE élre x(uv)=g(uv) és S-be belép8 uviE élre
x(uv)=f(uv),

. 1 | . - _ .
Ily modon b(S)- Pf(S)—fg(S)f Pf(S)—bg(S)+ s x(sv):v=8)«< Pf(S)wag(S),

azaz S megsérti a (3.2.4) feltételt és igy a Q poliéder iires.

2.ESET ¢ -ben létezik at s-bBl t-be.
X

Legyen P ominimalis élszama ut. Jelolje A a P élein a kapacitasok
minimumat. ¢s nevezzik A-t a P kapacitasanak. Definial juk az x' :l'll-)ll

vektort a kovetkez8képp.

x(uv)+y, ha uv{El és uv P-n van
x (uv)= x(uv)-3j, ha uv=El és vu P-n van

x{uv) egyébként

o valtoztatast novelesnck fogjuk nevezni. Az egyik leéenyeges
megfigyeles a kovetkez8.

2.LEMMA x benne van Ql—ben.

BIZONYITAS. A konstrukcio miatt f<x'<g. Konnyen ellen8rizhet8, hogy

(1.3.1) CUB)=h (B)+ AGEI(B)-T(B)),
X X

ahol =7(B) i11. #'(B) a P atnak B-b8l kilép8 ill. B-be belépd ugréd
éleinek szamat jeloli.

Jelol je = {B) valamely B ponthalmaz b(B)-%» (B) tobbletét., €
X
szubmodularis és XFQI azt jelenti, hogy € nemnegativ. Azt fogjuk
megmutatni, hogy EJ(B)jg €(B) minden B(V. Ebb81 mar (*) alapjan
# {B)<b(B) kovetkezik.
X

EJ(B) sz¢grinti indukciot alkalmazunk. A ZJ(B)=0 eset trivialis, igy

legyen EJ(B)>0. llegyen uv a P utnak az s-t8] szamitott elsd ugro éle
amely B-b81 kilép. Amennyiben v=t, akkor éJ(B)zl és c(ut)>h.



Masreszt c(ut)< b(B)*r“‘((B): c{B) es igy AE:J(B)i e(B).

ALLITAS Ha v#t, akkor :”(BiB(u))= s7(B)-1.

BIZONYITAS. Miutan semmilyen ugro el nem lép ki B(u)-bdl és uv nem
lép ki B B(u)-bol, kapjuk, hogy é.',(B_:B(u))<§J(H)—l. Masrészt, ha qr
a P-nek egy masik ugro éle, amely kilép B-b81, akkor belatjuk, hogy
r7B(u), azaz, hogy a qr é1 B/B(u)-bol is kilép: valdban, az ellenkezd
esetbhen az ur ugro el waben, amely P egy korabbi pontjatol P

késBbbi pontjaba vezet, ellentmondasban P minimalis valasztasaval .l

Kzt ar  Allitast és az indukci6s feltevést a B B(u) halmazra
alkalmazva kapjuk, €(B)= ¢(B) + e€(B(u)> €(B'B(u)) + B(B.B(u))> A +
v (m)-1)= 387(B), ami a 2. lemma Allitasa. NN

Az algoritmus marmost ugyanazon az elven milkodik, mint a Ford-
Fulkerson fele maximalis folyam el jaras. Fpitsik fel az 0uj x -re
vonatkozo scegedgrafot és ismetel jilk az el jarast addig, amig vagy az
1. eset fordul vagy a 2. esetben S=¢# nem lesz.

Azl kell bebizonyitanunk, hogy az egymast kioveltd novelések szama | V]
ey hatvanvaval  korlatozhatéo. A Ford-Fulkerson algoritmusbhan ez
altalaban nem igarz, csak akkor, ha minden ndvelB Ut minimalis élszama
(e ldmonds és Karp illetve Dinic eredménye). A mi esetiinkben mar
csupan annak érdekében, hogy a modositott x' vektor megoldas legyen
feltettitk, hogy a lehelséges javité utak koziil mindig egy leg-
rovidebbet vesgiink. A polinomialitas bizonyitasahoz e valasztasunkat
tovabb fogijuk specifikalni.

Tegyuk fel, hogy a V' pont jai meg vannak indexelve a7z 1,2,...,iV1I
szamokkal . Fgyszerilség kedvéért nem tesziink kilonbséget egy pont
neve ¢s indexe kozott, igy példaul ud>v azt jelenti, hogy az u pont
indexe nagyobb mint a v ponte.

Legyen x az algoritmus futasa soran el8allé valamely vektor és G a

X
hozzatartozo segeédgraf. ¢ (v) (v (v)) jeldlje a segédgrafban az  s-—
X X

b1 v-be verzetd (v-b81 t-be vezet8) legrovidebb ut élszamat. (Ha
nincs ilyen ut, akkor =). Jelolje x' a G -ben Lorténd javitas utan
X

kapott vektort.

Egy uv elt megengedettnek neveziink, ha Ox(u)+* (V)+1=Fx(t). Nyilvan
X



ey s-b81  t-be vezetd Gt  pontosan akkor legrovidebb, ha csupa
megengedett, &61b81 altl. Minden v csucsra definial juk a n (v) szamot,
x

mint. a legkisebb olyan u indexet, amelyre uv megengedett. Ha ilyen
index nem letezik, akkor 1 (v)==.
X

A lehetséges noveld utak koziil azt fogjuk hasznalni, melynek pont jai
t, T(t),7(r(L)),...,s. Nyilvan ezen indexek mindegyike véges.
Meg jegyzendB, hogy a cimkérvési technika egyszerll modositasaval ez az
ut konnyen megkaphaté.

Megijegyerzitk, hogy a javitd utaknak ezt a fajta specifikalasat
Schonsleben [ 1980 Javasolta a  polimatroid metszet problémara.
Sikerrel alkalmazla még Lawler ¢s Marbel | 19821 az an. polimatroid
folyamokra, valamint Cunningham is annak eldontésére, hogy megadott
vektor benne van-e egy matroid poliederben.

3.LEMMA Tegyuk fel, hogy v (v)> ¢ (u) és uv ugro el Gx,—ben de nem
x x

az Gx-ben. Ekkor a P javito uton letezik v, , u, két egymast kovetd

1 1
csucs, melyekre v,V es uu ugro elek Gx—hen, tovabba 6x(u)= OX(V1)=

v (v)-1= o (u, )-1.
X X 1

BIZONYITAS. B(u) tovabbra is B (u)-t roviditi. Ha egy w pont nincs
X

pontos halmazban definial juk B(w)-t V. {t}-nek. Mivel uv a P ut
menten tortént novelessel el8allé aj ugrd &1, vZB(u).

Legyen X olyan maximalis pontos u;—ha[maz, amelynek B{(u) része eés (i)
minden w=P (X-B(u)) esetén & (w)<c (u). Mivel X nem pontos x'-re

X X
nezve, (4.3.1) alapjan P-nek létezik X-be belep8 v‘u1 ugro éle. Az
l.lemma szerinl, X' =X B( e ) pontos. A fenti (i) tulajdonsag fennall
X'-re miutan ¢ (w)<g¢ (v_)= ¢ (u )-1< ¢ (u) minden w-PIB(v_)-X
X X x 1 X 1

1
eseteén. Lzért az X maximalis valasztasa miatt X' nem lehet

uv-—halmav, es igy v=B(v_ ). Ebb81 ¢ (u_)=r (v )+1> ¢ (v)>r (u)+1,
1 X 1 X 1 X X
amely (i) segitsegevel mutatja, hogy u1EB(u) . Mas szavakkal vlv és
uu, ugro clek és o (u)+l<s (v)< ¢ (v, )+l= ¢ (u, )<s (u)+l, amibB8l agz
1 X X x 1 x| X

egyenl8seg végig kovetkezik.®

4.LEMMA Az algoritmus soran fx(w) es fx(v) nem csokken.



DIZEES

BIZONYITAS lla uv aj ¢1 G ,-ben, amelyre ¢ (u)<e (v}, akkor uv ugré
X X X
el és a 3. lemma szerint ¢ (u)=c (v)-1. kzért a ¢ (w) nem csok-
X X X

kenhet. llasonloan latszik, hogy = (v) nem csokken.B
X

Neverslik  az  algoritmus egy fazishanak az egymast kovetd névelések
azon sorozatat, amelyben a ¢(t) értéke valtozatlan. A fazisok szama
nyilvan legfel jebb n.

9.LEMMA Egy fazison belul r (v) nem csokken.
X

BIZONYITAS Az egyedili lehet8ség a v (v) csokkenésére az volna, ha
X

noveléskor egy Uj uv ugro &1 keletkezik. Alkalmazzuk 3. lemmat, és

x v1 pont jait.

Fkkor v v, uu es v u megengedett elek G -ben. Igy T (v)<v_:
1 1 11 X X 1

hid (ul J<u, vagyis az uj ugro el nem csokkenti mo (v)-t . 0§
' X

tekinlsuk a ' noveld8 Utnak a lemma altal biztositott u

A javito ut egy ¢lél neverzik kritikusnak, ha kapacitasa §.

6. LEMMA P menten valo noveleskor P kritikus elei eltlnnek a
segedgrafbol.

BIZONYITAS legyen uv a P-nek egy kritikus éle. A lemma trivialis ha
uv eldre vagy hatra é1, vagy ha u=s. Tegyuk fel, hogy uv ugro el.
Belat juk, hogy van olyan X u;/—halmaz, amely x'-re nézve pontos. Mivel
uv kritikus, 3= min(b(B)—?\x(B): B ll\—1~halmaz). lLegyen B minimalis

olyan u;—halma'/., amelyre A=b(B)-* (B).
X

ALLITAS. B_B(u).
BIZONYITAS. y=¢(B)= < (B)47(B(u))> (B B(u)) + e(Bi(B(u))> A+0. B
minimalitasa miatt B=B B(u), azaz B_B(u).

Az allitas mutatja, hogy az X:=B halmaz kielegiti a kovetkez8

tulajdonsagokat. .
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(a) X u;--halmaz,

(b) =(X)=3

(¢) wX'P => 5 (w)<e {(u).
X X

Valasszuk most X-el maximalis olyannak, amely kielégiti (a), (b) és
(c)-t.

ALLITAS. P-nek semelyik ugro ele nem lep X-be.

BIZONYITAS. Indirekt legyen a gr él ilyen. Azt fogjuk megmutatni,
hogy az X' :=XUB(q) kielégiti (a)-(c)-t, ellentmondasban X maximalis

valasztasaval. {a): ¢ (q)ll:e?x(r)( o (u)={»’x(v)—l. es azert vZB(q).
X X

(b): 3=e(X)= (X)+=(Bl(q))> e(X Bla))+e (X')> 04y, amib81 (X' )=\

adodik. (c): Tetsz8leges w-(PiB(q))-X pontra fennall ox(w)<0x(q)=

r (r)-1< ¢ (u).
X X

Felhasznalva {(4.3.1)-t és a 2. lemmat kapjuk, hogy h(X)z}\x,= )ﬂx(X) +
VY0 =07 (X)) = b(x) -3+ 37 (X)> bIX), amibdl b(X)=/_.(X), és ezzel a

lemma bizonyitast nyert .3

Legyen 7 avz algoritmus futasa soran keletkez8 valamely vektor és P] a

G segedgrafban valasztolt javilo L.
%

7. LEMMA Ha uv a PI Javito uton kritikus el, akkor ugyanabban a

fazisban mar nem lesz ujra kritikus ugro el.

BIZONYITAS A 7. lemma szerint uv a javitassal elllinik a segedgrafbol.

In

Ekkor = (v)=u, ¢és igy az 5. lemma szerint az egesz fazis soran

4

n (v)>u.
X

Indirckt  tegyiik fel, hogy ugyanabban a fazisban keés8bb valamel y
aktualis x vektorra vonalkozo P Javito at mentén végrehajtunk egy
noveleést, amelynek soran uv ismelt megengedett ugro elleée valtozik. A

3.lemma alapjan latjuk, hogy u<r (v)« v1= bt (ul)gu, amib81 u=V1
X X
adodik, vagyis az uv mar megengedett ugroel volt G -ben, ami
X

lehetetlen.%



Mostanra belattuk, hopy egy favis folyaman egy &1 legfel jebb egyszer
lehet  kritikus., Mivel a segedgraftban legfel jebb 3 parhuzamos é1
lehet u-bol v-be, egy fazisban legfel jebb_3n  novelés lehetséges.
Igy a novelesek teljes szama legfel jebb 3n . Tovabba, ha az input
adatok (f,g ¢s b) egészerteklick, akkor az egész szamolas egészekkel

tortenik, ¢s igy a vegsd x is egészéortékll lesz.

Annak ordekeben, hogy az algoritmust hasznalni tudjuk, szukseégiunk
van ecgy orakulumra, amely telszBleges m modularis fiiggvény eseteén

(A) meghatarozza a min(b(B)-m(B): B uv-halmaz) éerteket.

(Megjegyerziik, hogy m=+ modularis). Jelolje ennek az orakulumnak a
X

o : , , , . L 2
komplexitasat h, Egy noveld Ot és a segedgraf mogkonst.ru‘fx] asa n h
lepest kivan. I'ly modon az egész el jaras bonyolultlsaga O(n h).

A most  kovetkez8 reszben megmutat juk, hogy az el8z8 algoritmust
mikent lehet hasznalni, ha a szubmodularis folyam poliéder
Q=Q(f,g;b") alakban van adva, ahol b" keresztezBn szubmodularis eés
b"(V)=0.

F18szor a 1.2 szakasvban leirt masod-reszeleési algoritmussal
keressunk B(b")-nek egy y vektorat (egészel, ha b" egész). Erre az

y-ra kesBbb lesz szikségiunk.

Amennyiben a B(b") O-bazis poliéderr8l az derul ki, hogy ires, ugy Q

is av, €s arz el jaras ekkor véget ér.

Tegyuk  fel  tehat, hogy B(b") nemiires és legyen b a b" masod—-
reszelt je. Tudjuk, hogy eckkor Q(f,g;b")=Q(f,g;b), és igy elvileg

alkalmazhat juk a fenti algoritmust. Ehhes persze az kell, hogy az
(A) orakulum rendelkezésre alljon. Kiindulasul azt tételezzik fel,

hogy létezik egy orakulum, amely

(A") meghatarozza a min(b"(B)-m(B): B u;'-halmaz) erteket.

Fnnek segitségevel akarjuk (A)-t megkonstrualni. Ezt nem tesszik
meg altalaban, hanem c¢sak olyan m vektorokra, melyekre m(V)=0.
Ekkor viszont nem is kell mar semmi tovabbit csinalnunk, mert

éervenyes avz alabbi lemma.



8. LEMMA Legyen b" keresztezdn szubmodularis fuggveny, melyre
b"(v)=0. Legyen b a b" masod-reszeltje, u,v-V ket pont es m:V->R
olyvan, hogy m(V)=0. Fkkor min(b"(B)-m(B): B u;'—halmaz)z min(b(B)-
m(B): B uv-halmaz).

BIZONYITAS legyen h:V >R a kovelkezB8: h(u)=-M, h(v)=M és h(x)=0, ha
x=V-{u,v}, ahol M nagy pozitiv szam. befinial juk b'l'(X)f b" (X))~

m{X)+ h(X) és hl(x)» b(X)- m(X)+ h(X). Konnyen lathato, hogy b] a
b']' masod-reszellLje, tovabha, hogy b'l'(X) es bI(X) is (XCV) a minimumat

uv-halmazon veszi fel. Blég  tehat belatni, hogy a két minimum
egyenls, 0P viszont rogton latszik a 2.1.4 kovetkezmeéeny

alkalmazasaval . ¥

Mar c¢sak  aant kel megmutatnunk, hogy mikent lehet a fent
reszletezelt algoritmust hasznalni, ha az (A) orakulum csak olyan m
vektorokra all rendelkezésre, melyekre m(V)=0. Legyen x:E->R olyan,
hogy fa<x<y, mlékezziink ra, hogy a B(b") egy y eleméet mar
megkerestuk. Terjesszik ki x—-et az l".] eleire: ha a q(v):= y(v)- }xx(v)

értek  nemnegativ, akkor legyen x(vs):=q(v) és x(tv)=0, ha a q(v)

nempoziliv, akkor legyen x(vs):=0 és =x(tv):=q(v). Most  mar

ervenyves,  hogy m:=! olyan modularis fuggveny, amelyre m(V)=0.
X

Megligyelthet jilk tovabba, hogy V az el jaras minden lépésében pontos,
€¢s igy minden kozbens8 m=: vektorra érvenyes, hogy *» (V)=0. Tehat
X X

az (A) orakulumra valédban csak akkor van sziitkség, amikor m(V)=0.



4.4 OPTIMALIS SZUBMODULARIS FOLYAM KERESESE

Legyen adva Q-Q(f,g:b) szubmodularis folyam polieder és d:E->R
koltseg fuggvény, ahol b keresztezdn szubmodularis eés b(V)=0. Az
el8,8 szakasyzban leirtunk ey algoritmust Q egy elemének
megtalalasara. Jelen célunk  egy olyan elem megkeresese, amely
maximalizal ja dx-et, XTQ. Erre legalabb ket uat, kinalkozik.
Megprobalhat juk kiterjeszteni a fenti al goritmust a kollseges esetre
annak analogiajara, ahogy a Ford-Fulkerson minimalis koltseégll
folyamot. keres8 algoritmus a Ford-Fulkerson féle maximalis folyam
algoritmust finomit ja. Ennek  részletei [Frank 1984al-ben lettek
kidolgozva. Az 1Lt kovetkezB el jaras [Cunningham-Frank 1985 | nem
finomit ja, hanem szubrutinkent felhasznal ja a 4.3. szakasz
algoritmusat .

Fl8sz6r is figyel juk mey, hogy a megengedettségi el jaras valtoztatas

nelkiil felhasznalhato olyan A vektor megkereseséhesn, amely
rogzitett j=ts ¢len maximalizal ja z{(j)-t. A 3.2.3 megengedettsegi

tetelbB]l kiolvashatd | Frank 1984b}:

1.4.1 TETEL max(z(j): =z Q)= min(b(B)- Fo(B)+ o (B): B st-halmaz).
34

Specialisan, a maximum akkor és csak akkor veges, ha nincsen ut s-
b81 t-be abban a segedgrafban, melynek uv, definicio szerint, akkor
ele, ha vagy f(uv)=vagy g(vu)=— vagy b(B)=: minden uv-halmazra.B

A tételbeli max és min meghatarozasahoz egy olyan szubrutinra volt
sziikseg, amely adott x=Q, és u,vSV esetén

(A) kiszamitja az ¢ (u,v):= min(b(X)-" (X): X u\—z—halmaz) etéket.
b'e X

Emlékeztetiink a 3.2.6 kovetkezméenyben ismertetett optimalitasi
kriteriumokra.

{a) Minden ezuviE élre d(e)<0 => z{e)=f(e) (>-2),
(b) Minden e=uv-E élre a(e)>() => z(e)=g(e) (<=),

(c) u,v-V pontokra n(u)>n(v) => ¢ (u,v)=0,
z



(4]
~J

ahol d(e):= d(uv)t n{u)- n(v).

A (c) feltetel, mint mar emlitettiik, azzal ekvivalens, hogy

S (B )=b(B.), minden B := {v=V: w(v)>r. ) szinthalmazra, ahol m <t <
7z 1 i ] i o 1
.<'r'k a 7 killonboz8 ertékei. Kz pedig eépp azt jelenti,hogy x rajta
van Q-nak av x(B. )=b(B ) (i=0,1,...,k) egyenletek altal
i i
meghatarozott oldatan. A 2.3.13 tetelbBl adodéan ez az oldal a

QﬁzQ(f,g;b‘_') szubmodutaris folyam poliéder, ahol hW(X):: E(Tr+':‘x)-
b(r).

Az el jaras ecl8vizsgalattal kezd8dik annak megal lapitasara, hogy a

feladat primal és dual megengedett-e. ElBszor a 4.3 szakasz (primal)
megengedettsegi  algoritmusaval meghalarozunk Q-nak egy x  elemét.
Akkor megyiunk tovabb, ha Q nemiires. Utana a 3.2.2 teételt hasznalva
eldont juk, hogy létezik e dualis megoldas. Khhex azt  kell
megallapitani, hogy az ottt leirt H segédgrafban van-e C pozitiv
osszkoltsegll kor. Ha van, akkor nincs dualis megoldas és max(dx:
X Q)="3 az x kiindulasi megoldas valamint C segitsegével megadhatunk
Q-beli elemek gy vegtelen sorozatat, amelynek d-koltsége a = -be
tart. Ha tehat ilyen C kor létezik, az eljaras véget ér. Tegyuk

fel, nem ez a helyvet.

Az algoritmus Aaltalanos lépésének leirasahoxn, tegyiik fel, hogy adott
egy x=Q elem és egy m potencial, melyek kielégitik (¢c)-L. Kezdethen

=0 jo leswu. Ha (a) eés (b) is teljesiil, készen vagyunk. Tegyiik fel,
hogy valamely j=ts—E &1 megsérti mondjuk (b)-t. Az az eset, amikor
(a) seéril meg, analog. Eljarasunk magja a Bels#8 algoritmus, amely

egy uj (x',7 ") part talal ugy, hogy j mar teljesiti (b)-t, és

(*) minden &1, amely eddig tel jesitette (a-b)-t, ezutan is
teljesiti, ¢s veégiil, (¢) érvényben marad.

Az eljaras a minimalis kdéltségll cirkulacio megkeresésére szolgalo
primal -dual algoritmus kiterjesutésének tekinthetd: valtogatva
folyam ¢s potencial cserékb81 all. Csak olyan éleken valtoztat ja a
folyamot, ahol d(e)=0, valamint a j élen, és ugy, hogy az uj
megoldas is a Qn oldalon legyen.

Tekintsiik a kovetkezd optimizacios problémat. Jelol je Q] a Qn-nek

azt. axz oldatat, amelyre x{(e)=z{(e) minden e#j élre, ahol a(e);f()).
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(Nyilvan 7."Q‘ )

A 4400 tetel  alapjan meg tLudjuk hatarozni M:=-max(x()): xEQ] )
erteket, felteve, hogy a b]—rc vonatkozaolag az (A) szubrutin
rendelkezésunkre  all., A kovetkez8 lemma ezt biztosit ja. Legyen
£ (u,v):= min(b (X)- * (X): X uv-halmaz).

X I X

4.4.2 LEMMA Barmely x*Qn vektorra fx(u,v)z Ex(u,v), ha u,V'EBi--Bi

-1
(i=1,...,k), es =0 kulonben.
BIZONYITAS lLegyen u-B_ -B. ¥=-B -B. . Ekkor 0<f (u,v)< b (B.-B, ) -
i i-1 i i1 X n i i-1
(B.-B. )= b{(B.)- b(B, Y- A (B )+ 4 (B, )= 0, azaz € (u,v)=0.
X 1 i—-1 1 1-1 X i x i-1 X
Legyen most. u,v»H_+I~B,. Mivel ¢ nemnegativ, a 2.3.16a kovetkezmény
i i X
szerint,  léterik egy olyan xfn,+]~n_ uv-halmaz, amelyre €x(u,v)=
4] 1
b(X.B. )- b(B,)- A (XUB L) oAB.)> e (u,v). Az egyenl8ség
i i X i x i X
kovetkezik, ha megmutatjuk, hogy ¢ (u,v) definiciojaban a minimum
X
olyan T halmazon is felvetetik, amelyre B'+l T LB . Hasznal juk a
i i
S(X):= b{X)-~ (X) Jjeldleést. Legyen ¢ (u,v)= V(X) valamilyen X
X X
hal sra. Ekkor r , = V(X)> y{(XiB - W{(X'B - Y(B. > 0+
uv-halmarvra or x(U v) (X) yAX i+l) ( i+l) » ]*1)"
£ (u,v) + 0, vagyis ¢ (u,v)= )'(X_B,+1). Tel jesen analog modon
X X i
lathato ax is, hogy T= (an_+l) _ B, olyan, hogy ¢ (u,v)= ¥(T),
1 1 X

amivel a lemma bizonyitasat befejeztuk.l

A lemma azt mutatja, hogy M kiszamitasahoz nincs explicit sziikségiink
az £ fuggvenyt kiszamito orakulumra, eés a G segedgraf ¢
X X x

segitsegevel felirhatdo. Nevezetesen:

.

uv eldre ¢é1, ha x(uv)<g(uv) és a(uv)ZO (uv-E) . Legyen c(uv):=
gluv)-x{uv),

vu hatra ¢t, ha x(uv)>f{uv) és a(uv)z() (uv=-E). Legyen c(uv):= x(uv)-
f(uv),

uv ugro é¢l, ha = {(u,v)>0 és n(u)=n(v). Legyen c(uv):=¢ (u,v).
X X



Figyel juk meg, hogy ha g(j)=-, agy M nem lehel =, mert akkor a 4.4.1
tetelben szerepld ut és a j &1 éppen olyan € kort alkotna, amely a

3.2.2 tetelben szerepel. Vagyis a dualis problémanak nem volna
megoldaan, Av. cllvizasgalal  soran azonban ezt a lehet8séget mar
kiviartuk. Legyen x‘*()l YA a 4.3 algoritmugsal kiszamitot b

szubmodularis folyam, amelyre dx =M. Keét eset lehetséges.

1.ESET M=g(Jj). Fkkor tehat M veéges, es az x' a valtozatlan =n

potenciallal tel jesiti (*¥)-ot.

2. ESET M<g(j). Jelolje T a G ,-ben az s-b81 elérhetd pontok
X

halmazat. FEkkor T-bB1 a segédgrafban nem lép ki él1, azanz:

(al) minden e~ (T) élre x' (e)=g(e) vagy a(o)#() y
(bl) minden e~ (1) élre x (e)=f(e) vagy ii(c)#()(‘.

(cl) minden u=T, v/ZT pontparra ¢  (u,v)=0.
X

Legyen m'(v):=n(v), ha v-T és n'(v):=n(v)-:, ha v=T, ahol &= min(i

:= min(d(e): eE‘i('l‘), x (e)>f(e), a(e)>0),
= min(qi(o): eEi('I‘), x' (e)<g(e), a(e)<0),
1= min(r(v)-7(u): uzT, vZT, n(v)>n(u), Ex,(u,v)>0),

= d(y).

Konnyen ellendirizhet8, hogy az optimalitasi kritériumok kozil (c)
tovabbra is fennall, és nem keletkezik uj él1, amely megsérti (a)

vagy (b)-t. ITteraljuk most a fenti el jarast. A fenti definiciokbol
kovetkezik, hogy >0 és hogy vagy :3‘:{‘4, vagypedig a kovetkezd8

iteracio soran az aktualis segédgrafban az elérhet8 pontok halmaza
szigoruan b8vebb mint T. Tehat legfeljebb n-1 iteracid utan vagy az

. eset kovetkezik be, vagy =i ami azt Jjelenti, hogy a j el mar

4’
nem scrti meg a (b)) feltételt.
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A Betsd algoritmus tehat felvaltva folyam és potencial cserékb81 All.
A folyam szamolias O(n ) folym novelést igényel, a potencial szamolas
O(n) idejll., A valtasok szama azonban mar kozonseges folyam esctében

is lehet exponencialis. Fgyszerll meggondolassal (lasd |Cunningham-
Frank| legalabb az kimutathaté, hogy a valtasok szama véeges, a
bemend adatoktol fiiggetlenul, es ez egy ajabb, konstruktiv
bivonyitast  jelent a 3.1.1 tételre. Ittt megjegyezzik, hogy az

abgoritmus attal svolgaltatobt végs8 nm opolencial saulyozobl lanca lesz

a 3.1.1 tételben tevd dualis linearis program optimalis megoldasa.

Most megmutat juk, hogy ha a d kiltségfiiggvény egész érteékll, akkor az
Edmonds es Karp altal kifejlesztett skalazasi technika segitscgevel
a fenti eljaras polinomialissa tehetd (amelynek lépeés szama f és I
nagysagatol nem is fugg).

Bgyszerliseg kedveért feltessziik, hogy minden e=uv élre f(e)>—=. Ha
nem ey a helyzet, akkor g(e)#: esetén e-t helyettesit juk e =vu-val,
amelyre (e ):=-pg(e), gle )= és d(e’ J:=-d{e); gle)=" esectén pedig
az. ¢ élt helyettesit juk az v'::uv es ozzrvu clekkel, melyekre f(ol):z

(e, ):=0, gle )i= gle ):== » )= >) és s )= 2 ).
{( 2) ( L,(tl) ’"((2) , d((‘) d(e) es d((z) d(e)

Tepgyik fel tehat, hogy d epésvéertékll ey adoldt egy x szubmodularis
folyam valamint a 7 potencial, melyck kielégilik (c)-t, de a j=kK él
megsérti mondjuk (b)-t. Ha most torténetesen (‘i(j):l, akkor a Bels8
algoritmus as elsB potencial csere utan véget ér, mivel a & értéke

ilyen cserenel 1 lesz.

Kovetkezéskepp, ha adott x szubmodularis folyam és n potencial,
melyek a d  koltség fiigvényre vonatkozoan kielégitik mindharom
optimalilasi kritériumol, tovabba d° koltsg fiuggvény a d-tBl_ egyetlen
komponensében tér el éspedig eggyel, akkor legtel jebb O(n ) folyam
novelés utan megkapunk egy x' folyamot és egy 7' potencialt, melyek
kielegitik (a-b-c)-t a d -re vonatkozodlag.

Tovabbi megfigyeleésiink, hogy ha (x,m) kielegiti (a-b-c)-t d-re
nézve, akkor, (x,2n) is kielégiti (a-b-c)-t 2d-re nézve. Marmost
ezen ket miivelet segitségével a d-t kdnnyen eléerhet jitk az azonosan 0
vektorbol kiindulva. Tegyiik fel, hogy d komponense i kel tes
szamrendszerhen vannak felirva és hogy a legnagyobb |d(e)| K jegyl.
Legyen d®=a s legyen d’(e):: tq'” (e)/2% (i=1,...,K).

K , .
lgy d (e)= - l+ 14 d(e)<= és =0, ha d{e)>0. Igaz tovabba, hogy minden
1 1 , . .
i-re d a 2d ~L81 minden komponensében legfel jebb eggyel tér el.



SKALAZAST ALGORITMUS

l.lepes. Fllen8rizzuk a primal és dual megengedellséget.
2.lepes. Legyen x kezdeli megoldas, n:=0, i:=K, d:=0
3.1lepes.  Amig van j=E &1, amelyre d(j)# d (j), helyettesitsiik
i
d(i)-t d (j)-vel. Ha (x.n) megsérti (a) vagy (b)-t, alkalmazzuk a

Bels® algoritmust.,

1. lepes. Ha i-0, STOP, kiilonben csokkentsik eggyel i-t és
helyettesitsuk -t és d-t a kétszeresiitkkel. Menjunk a 3. lépésre.

A skalazasi algoritmus lathatoa K¥O(mn ) novelést igényel, igy az
eljaras ossy lépésszama hK¥O(mn” ), ahol h jeldli az (A) orakulum

bonyolultsagat, n={Vv!l, m-|El.

A fenti el jaras helyességének igazolasahoz egyellen veszelyl kell

kikiiszobolniunk.  Espedig, mi torténik, ha a kiindulasi probléma ugyan
dualisan megengedett  (azaz max  dx  veéges), de egy kozbens8 dl
kol tségre nézve mar nem az. Kimutat juk, hogy ez nem fordulhat e¢18.
Mivel feltettitk, hogy f mindeniitt véges, a 3.2.2 Lételben 1évd H
segedgrat nem tartalmazhat hatra élt. Igy H-ban egy C kor d'-kolt-
sege ugyanaz, mint. a d-koltsége. A felteves szeint. max d x veéges
azaz H-ban nincs pozitiv d() koltsegll, kor. Miutan 2d ! <d i~1

. e 1 . g o i .
(i=1,2,...,K), H-ban nem lehet pozitiv d -kotsegll kor sem, és igy
i

max d x véges.

A 4.3 fejeret vegén bizonyitottak szerint a fent leirt el jaras
szoszerint. alkalmazhatd akkor is, ha a Q poliéder az altalanos
Q=Q(f,g;b") alakban van adva, ahol b" keresztez8n szubmodularis.
Tobblet munka csupan az optimalis dualis megoldas megkonstrualasaban
van. Tegyviik fel, az algoritmus az (x,n) parral fejez8dik be.

Tekintsiik a 7 potencial sulyozott lancat. Legyen z:=i . A
x

sulyozott lancnak egy tetsz8leges X tagjara z{X)=b(X), igy a 4.2
szakasz végen leirt el jarassal megkeressiik azokal az X'j halmazokat,
i

melyekre b{(X)= _b"(X..). Kzen halmazok egyiitthatojat ugyanannak
1,)
definialva, mint. az X egyutthatdéja volt a sulyozott, lancban

megkapjuk o b" re vonatkozd opzimalis dualis megoldast.

Az ezen  szakaszra  kitilzott célunkat elértiitk: leirtunk egy poli-
nomialis el jarast maximalis kollségll szubmodularis folyam illetve a
hozziatartozo dualis linearis program optimumanak megtalalasara. Az



el jaras, amely a klasszikus minimalis kol tsegill cirkulacio
algoritmusanak kiterjesztése, tisztAn kombinatorikus lépésekb81 all,
¢s ezen kiviil hasznalja az (A) orakulumot. Az algoritmus ugyan
polinomialis futasidejll, de a skalazasi algoritmusok természeténél
fogva nem er8sen polinomialis.

A [ Frank-Tardos 1987] dolgozatban kifejlesztettiink egy el jarast,
amely alkalmas arra, hogy, tobbek kozott, a fenti polinomialis
algoritmust is er8sen polinomialissa alakitsa.



5. ALKALMAZASOK

Ennek a fejevetnek az a célja, hogy attekintsik a g-polimatroidok és
a szubmodularis folyamok néhany alkalmazasi lehet8ségét. Anyag’t a
I Frank 19814, 1984b, 1980, 198lal ¢s a |Frank-Tardos 1986, 1988]

dolgozatokbsl vettiak.

9.1 VEGYES ALKALMAZASOK

A. PAROSITHATO RESZHALMAZOK

Balas és Pulleyblank [1983] leirta a G=(A,B;E) paros grafokban azon
ponthalmazok @ konvex wrkat,, melyek egy parositas végpont jaibol
allnak. Legyen QI: {x—R T 0<x<l, x{(A)=x(B) és x(X)< x{(I"'(X) minden

X_A-ra}.

5.1.1 TETEL |Balas és Pulleyblank] Q=Q] .

BIZONYITAS. Miutan nyilvanvaloan Q‘;Ql, igy elegendd azt kimutatni,

hogy a Q] csucsai egeszek. Valoban, QI egy x egész csucsa 0-1
ertekll és a Hall tétel szerint azBX:z{V’EAi_’JB: x(v)=1} halmaz teljesen
parosithato. Tikrozzik Ql—et. R -re , azaz legyen Q2:={(XA,XB):

A 3 = ,
\‘A"R s xn K és (xA,-xB):Ql]. Azl mutat juk meg, hogy QZ egéesz g-—

polimatroid,.

Tekintsuk G-t iranyitott grafként, melynek élei A-bol B-be mennek.
Legyen 7 ;={X = A B, X-b8] nem lép ki é1} Ekkor 7 metszet-unio zart és

Qq::{xER , x{A B)=0, x(X)<0 minden X=F-re} egy egész g-polimatroid.

Most Q2 a Q‘l ¢s oaz {x: 0>x>1) téglanak a metszete, igy 2.3.4 alapjan

egesz g-polimatroidB.

B. ELRENDEZESI PCLIEDER
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Legyen n|> A, 2...> a_ n szam. Egy m-elrendezesi ("m-arrangement")
2 n

vekloron  cgy  olyam m dimenzios vektort értink (m<n) melynek
kKomponensei az a_-k kiilénboz8 elemei.
1

5.1.2 TETEL lYomelichev»K%valev—Kravtsov] Az m-elrendezesi vektorok
@ konvex burka Q-—-Q'::{fo : P(A)< x(A) <b(A) minden A_{1,2,...,n}-

re, ‘Al <m}, ahol p(A):= a + a + ...+ a es b(A)= a

+ R
n n-1 n-| Al +1 %y

1

A, .2
FAY

BIZONYITAS. Nyilvan QLQI. Az ellenkez8 iranya tartalmazashoz azt
Lat juk be, hogy Ql csucsai mind m-elrendezés vektorok. Kz viszont a

g-polimatroidokra vonatkozoé moho algoritmusbdl lathatd, hiszen a fent
definialt (p,b) erds part alkot, igy Ql g-polimatroid.l

Megjegyrzendd, hogy ev a meggondolas az m=n specialis eselben Fdmonds

s Gilestol valo.,
C. ALTERNALO VEKTOROK

Legyen G=(V,E) iranyitatlan graf. Az x:E->Z (0,:1)vektort alternalo
vektornak hivjuk, ha minden v csucsbol vezet ki e &1, melyre x(e)=-
I, és {e: x(e)>0) olyan erd8t képez, melynek minden komponensében
egyetlen pozitiv &1 van.

5.LL§ﬁTE;EL [Groflin-Liebling] Az alternald vektorok @ konvex burkat
az (xR : x(A)< "V(A)l -1 Al minden A_E-re}] rendszer irja le, ahol
V(A) jeloli az A elhalmaz vegpont jainak halmazat .3

Nem bizonyitjuk itt ezt a tetelt, csak annyit jegyzink meg, hogy a
szobanforgd Q@ poliéder g-polimatroid. Ezért. a fenli poliéderre
Groflin o5 Liebling altal bizonyitott metszettetel a g~
polimatroidokra vonatkozd metszetteétel specialis esele.

D. SZOMSZEDOS KOZOS BAZISOK

Uj eredménvkant megeml itink egy alkalmazast, amelynek (nem egeszen
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konnyil) réssletes bizonyitasa a [ Frank-Tardos 1986 | dolgozalban
szerepel. Legyen MI ées M2 ket ko ranga matroid a  kownos S

alaphalmazon, és tegyik fel létezik kozds barzisuk. Jelol je a kozos
bazisok konvex burkat Q. KEdmonds nyoman tudjuk, hogy Q={x=R : x(A)<
min(rI(A),r?(/\)) minden A(LS-re és x(A)=k). Adott. "l es B2 kozos

bazisokat akkor neveziink szomszedosnak, ha karakterisztikus
vektorark scomsyzedos esucsai Q-nak. Kérdés, hogy ”I es llz mikor

szomsv.edos,

Legven D I}‘—I!‘* o (i=t,2). Keszi tsiink l)l‘_5l)2-n ket paros pgrafot a
1 ] N ]
kovetkez8képpen. x-,l)' es y.:_l)z—re legyen xy é1 (}l ben, ha x:Cl(Bl;y)
s legyen yx el Gz ben, ha y‘ECz(Bz;x), ahol C _(B;2z) Jjelenti az Mi
i

matroid egy B bazisara nézve a B+z ben 1é6v8  egyertelmll  kort.

Ilsmeretes, hogy G, tartalmaz tel jes parositast.
1

5.1.4 TETEL Ket kozos bazis Bl es B? akkor es csak akkor szomszedos,

ha mind Gl mind G? cgyetlen teljes parositast tartalmaz, melyek

unioja egy kort alkot.k

E. POLIMATROIDOS HALOZATI FOLYAMOK

Av. alabbi model]l Lawler és Martel illetve Hassintol vald. Adot.t
H={V,E) iranvitott graf s forrassal eés t nyel8vel. Minden v csucsra
adott a bemend ¢clek A halmazan és a kimen8 élek B halmazan egy
A% v
Py ) ill. P{- ) polimatroid, ahol a és B polimalroid fiuggvenyek.
v v v v
Polimatroidos folyamon olyan s-b8] t-be mend  folyamot  értiink,
melynek megszoritasa A -re illetve B -re eleme P ill. Q -nek (v=V).
v v v Y

Nyilvanvalo, hogy kapacitas feltételeknek elegel. tev8 kozodnseges
folyam megfogalmazhato polimatroidos halézati folyamként. Analog
modon  definialhatd a  polimatroidos cirkulicié fogalma. A ket
alapkérdés  ugyanaz, mint a  halbézati  folyamok esetén: keressiink
maximalis ortekllh figgetlen folyamot illetve keressiink minimalis
koltseglh figgetlen cirkulaciot. Ezek kozil az elsd problémat Lawler
s Martel megoldottak. Mi azt az utat valasztjuk, hogy egy elemi
konstrukcio segitségével megmutat juk, hogy a polimatroidos folyamok
(sBt, egy Altalanositasuk is) szubmodularis folyamok, es igy az
emezekre a 4.3 es 4.4-ben kidolgozott algoritmusok alkalmazhatok.



95.1.5 TETEL, A polimatroidos folyamok szubmodularis folyam poliedert
alkotnak.

BIZONYITAS. Helyettesitsiitk H minden v cstucesat annyi uj ecsuccsal,

. , 2 . - +
ahany ¢s v-vel szomszédos. Jelolje « (v) v (v)] az A | B |
: v v
t - 1A 1 ! - i +
clemeinck megfeleld 0j példanyokat, és legyen « (v):= ¢ (v) L o (v).

Nem teszunk  kulonbséget A egy reészhalmaza és az ennek megfelel8
v

“(v)-beli részhalmarz kogott..

Iy modon nvertiink 21 Al elemet, melyek halmazat jelolje V. H élei V-

nck egy 2 clemil részhalmazokra torténd parrticiojat hatarozzak meg.

Jelol je ¢ es e a V-nek azon két elemét, melyek az e=zuv-A élnek
u v

felelnek meg. U egy X részhalmazara legyen ¢ (X):= (v(v): v=X}.
Definial juk V részhalmazain b halmazfiuggveényt ugy, hogy b(F):=0, ha
F=:(X) valamecly X_U-re, b"(F):rau(F), ha ¥Ls (u), b"(K):= 6V(V~—F),

+ .. .
ha Vi {(v). Konnyen ellen8rizhet8, hogy b" keresztez8n
szubmodularis eés a Q(G:b") szubmodularis fol vyam polieder elemei
éppen a polimatroidos cirkulaciok.l

Ugvaner a konstrukeid mitkodik, ha a pontokba be- illelve kimen8 élek

halmazara g polimatroidokat tesziink.

I, MAGRANDSZEREK

Legyen H=(U,A) iranyitolt graf és p' a cshcsain értelmezet! metszBn
szupermodularis fuggvény. Ezenkiviill minden v c¢sGcsra a bemen8 élek
A halmazan adott egy P =P(b ) polimatroid.

v v v

5.1.6 TETEL Az @Q:= (xR : £ (X)> P (X) minden XU, xIAZ P}

polieder szubmodularis folyam poliéeder es a definialo rendszer TDI.

A tdtel masodik fele  [Frank 1979)-ben  volt bizonyitva arra a
specialis esetre, amikor nincs kiilon kikotés a pontokba beleb8 A
v

halmazokra.

BIZONYITAS. Definial juk a G=(V,F) iranyitott grafot ugyanugy, mint
az cl8bb. Definial juk a b" halmazfiiggvényt ugy, hogy b"(F):= bu(F),



ha F_o (u) valamely u-U-ra, és b"(V-F):=-p(7Z) ha létezik ZLU és
X_A(Z), melyckre F= ¢ (Z)!{e : e=zuv=X}. Ellen8rizhetd, hogy b"
v

keresztez8n szubmodularis és a Q(G;b") szubmodularis folyam poliéder
eppen a Lételben szerepld Q.8

G. RESZELES

A 1.1 szakasvban ismertetett reszelési el jarasnak mar lattunk
alkalmazasat a szubmodularis folyamokra vonabtkozo al goritmusoknal .
Ittt most egy tovabbit emlitiink.

lLegyen b teljesen szubmodularis fiiggvény ¢és  k  pozitiv  svam.
Definial juk a b’ fiuggvényt ugy, hogy b’ (X):= b(X)-c¢, ha X nemiures,
es b'(#):=0. Fkkor b’ metszln  szubmodularis. Tegyuk fel
rendelkezesiinkee  all  egy  (*¥) orakulum, amely adott m modularis
figgveny esetén megadja a b(X)-m(X) minimumanak hel yot.

Fkkor a  reszelési el jaras segitségével van olyan kombinatorikus

el jarasunk, amely meghatarozza az 8 alaphalmaznak azt az {XI,XZ,...,

Xl\} particiojat, amelyre “b'(X.) minimalis.
{ i

Peldaul  Lovasz.l és Y.Yemini [1982] cikkitkben bebi zonyitanak egy
minimax tLételt, amelyben a min(Z(21V(E )i-3): i=1,...,k) kifejezeés
i

srerepel, ahol G=(V,E) iranyitatlan graf és a maximum az élek osszes

{l{‘ e ,Ek } particiojara megy. Konnyen kimutathato, hogy ebben az

esetben a  szitkséges (*) orakulum a max-folyam min-vagas (MEMC)
algoritmus segilségével valéban rendelkezésiinkre all (lasd [Frank-
Tardos 1986]).)

oy masik példa Imai [1985)] cikkében szerepel . Adott egy G=(A,B;E)
paros graf es egy c¢ pozitiv egész. Imai arra ad eljarast, hogy
mikent lehet minimalizalni a Z(I(X.)]-c) osszeget az A osszes (X}

i i

particioja folott. Nyilvan a IIP(X)| fiiggvény teljesen szubmoduaris
és a sziukseéges (*¥) orakulum ismét egy MFMC szamitassal allithatd el8.

Harmadik példakent hadd emlitsitk meg Tutte tetelét, mely szerint egy
G=(V, 1) grafnak akkor és csak akkor lélezik L clidegen feszit8 Faja,
ha V tetsz8leges {V] oo ,Vk} particiojara a részek kozott mend élek

szama legalabb t¥(k-1). Most azt mutatjuk meg, hogy ez a feltétel

mikent. ellenrizhet8 algoritmikusan a fenti meggondolas alapjan. A

feltétel azzal ekvivalens, hogy 2{d{(v_ )-2t)> -2t fennall V minden
i

{V.} particiojara. Ezt viszont tudjuk ellen8rizni, mert a fenti
i



meggondolas alapjan a baloldalt tudjuk minimalizalni. A szukseges
oriakulum ismét csak az MFMC algoritmus segitségevel adhato meg.

Az 5.3 szakaszban még tovabbi alkalmazasokat fogunk latni.



5.2 TAMASZTO HALMAZOK

A megel828 ket modell utan itt kifejlesztiink egy njabbat, melynek
crdekes  alkalmazasai  vannak, és amely szintén a szubmodularis
folyamok elméletére vezethetB vissza. A szakasz anyaga a |[Frank-
Tardos 1988 dolgozatbhol valéd. lLLegyen G=(A,B;k) paros graf, ahol FE
Jeloli ay élhalmazt, Az. FLE, X(CA halmazokra a f'F(X) :={v=B, uv=F

valamilyen v X-re} jelolést hasznal juk, dF(X) a7z X-szel szomszédos

elek  szamat  jeloli, ['F es dE roviditve |7 és d. El8szor a

szemleletesebb kovetkezményekkel kezdjiik.

A
5.2.1 TETEL Legyen G=(A,B;E) paros graf es p : 2 ->7 {-} metszd8n
szupermodularis fuggveny. Legyen tovabba r egy B-n ertelmezett
matroid rangfuggvenye es g:A—>Z+U {» }tetsz8leges fuggveny. Akkor es

csak akkor letezik az eleknek olyan FUE reszhalmaza, melyre
dl‘(v)_gj;,'(v) minden v A-ra es r(PF(X))/)p' (X) minden X_A-ra ha

(5.2.1) P (Y) < r(" (X)) + g(V-X)

fennall, amikor X_Y_A.

Ebb81 a tetelb8! g=1 és p' (X):=1X] helyettesitéssel rogton adodik
Rado hires teétele:

KOVETKEZMENY [R.Rado] Legyen G=(A,B;E) paros graf, M matroid B-n, r
rangfuggvennyel . Akkor es csak akkor letezik eleknek olyan FFE
reszhalmaza, melyre dF (v)=1 minden v-A-ra es r(I 1‘(Y) )21 Yl minden YLA,

ha r(TF(Y))QQ Vi minden YCA.R

Ha g(v):=p’'(v) és M a szabad matroid, Lovasz egy korai eredményét
kap juk:

OVETKEZMENY [1.Lovasz 1970] Legyen G=(A,B;E) paros graf es p' :
2 =>7Z {— ] metsz8n szupermodularis fuggveny, melyre p (v)>0, ha v-A
es p (X)+p (Y)>p (X Y) ha X,¥_A, X Y=g. Akkor és csak akkor letezik



eleknek egy olyan F_E reszhalmaza, melyre dF(V):p'(v) minden v-A-ra

es H“F(X)!>p'(X) minden X_A-ra, ha IFF{X)Igp'(X) minden X_A-ra.l

AZ 5.2.1 tLetelt Altalanosabban fogjuk bebizonyitani. Legyen p':
27-5R {-2} metsz8n szupermodularis fiiggvény és r egy S-en értelmezett
M matroid rangfiiggvenye gy, hogy

(5.2.2) p (#)=0, p<r, p (s)>0 minden s=S-re.
Nevezzunk egy 1" S részhalmazt tamasztéd halmaznak, ha
(5.2.3) r(TiX)>p ' (X) minden X{ S-re.

A felteves szerint S tamasztd és tamasztd halmaz felhalmaza is ag.
Mennyi egy tamaszto halmaz minimalis elemszama, vagy altalanosabban
a minimalis  koltsége, ha S-en adott egy nemnegativ ¢ kol taég

fuggveény.
5.2.2 TETEL Tamaszto halmaz minimalis c(T) koltsege egyenld
(5.2.4) max(_w(A)h(A): Z(w(A)l (A): A_S)<c, w»0),

ahol w:20—>R’ es h(A):= max(p (Y)-r(Y-A): Y.A). Ha c¢ egeszertekl,

ugy w is valaszthato annak.

E tétel rogton implikalja Groflin és Hoffman egy tetelet [1981].
lLegyen r' o8 rz két matroid rangfiggvénye ugyanazon az S alaphalmazon
es tegyiik fel, hogy rl(S)=r2(S)=r12(S)=k ahol r]z(B) a B-ben leévs

legnagyobb  kovos  fiiggetlen részhalmaz elemszamal, jeloli. (BCS).
Fdmonds matroid metszet tétele szerint, (*)
: B)=mi r (Z)+r (B-7 5
Crgttimming. (tr (2)4r,(B-2))

KOVETKEZMENY [H.Gr8flin és A.Hoffman] Kozos bazis minimalis koltsege
egyenld
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max{LW(A)r] (S-A): Z(w(A)i(A) :A_S)<c, w>0)

2

S ) , , , . . :
ahol w:2 -)R‘. Ha ¢ egeszertekl, gy w is valaszthato annak.

BIZONYITAS. Alkalmazzuk az 5.2.2 tételt az r:-r p'(X):=k—r2(S—X)

1°?
(s-x).1

valasztassal és figyel jiik meg, hogy h(X)-rJ?

Az 5.2.2 Lételnek megvan az  a hatranya, hogy magaban foglal egy
bizonyos h figgvényt. Ha ¢ 0-1 crtekll, akkor a tétel erBsebb alakban
is megfogalmazhato, amel yben h mar nem szerepel, bar a formula
bonyolultabb) valik. Tegyuk fel, hogy NIS és c¢(v)=0, ha v=N ésg
c(v)=1, ha vZN.

5.2.3 TETEL lLegyen p es r ugyanaz, mint el8bb es legyen c 0-1
ertekil. Tamaszto halmaz minimalis c(T) koltsege egyenld

(5.2.5) max _ ZY_._,:[p'(Y) - r((NiY) 1 (z2: 227, ZY))],

ahol a maximumot S kulonboz8 részhalmazaibol allo 7 laminaris
csaladokon vesszuk.

Ha N iires, nyerjuk az alabbit:

5.2.4 KOVETKEZMENY Tamaszto halmaz minimalis elemszama egyenld

(5.2.6) max, ZY::[p'(Y) -r(.Z: Z7, Zv)],

ahol a maximumot S kulonboz8 reszhalmazaibol allb F laminaris
csaladokon vesszuk.

AZ 5.2.2 ES 5.2.3 TETELEK KOZOS BIZONYITASA. Legyen T tamaszto
halmaz. Ekkor S-nek tetsz8leges két X £ Y részhalmazara fennall,
hogy T Xi+r(Y-X)>r(T Y)>p (Y). lgy



(2.5.7) fTXi>p (Y)-r(Y-X)
es  egzerd T Xi>h(X). Innen ¢ (T)> S(w(A):LzA)=E _ ITiAiw(A)>
t=T ALS
;Afsh(A)W(A) es max<min kovetkezik az 5.2.2 télelben.
A max < min irany hasonloan latszik az 5.2.3 tétLelben is. Valbéban
legyen T tamaszto halmaz  és legyen T =T-N. S barmely XLY keét
reszhalmazara fennall PToUX] + r{(NIY)I(Y-X))> r(TY)> p'(Y) és
P Xi> p'(Y)- r((NY) (Y-X)), ahonnan max<min az 5.2.3 tételben

kovetkezik.

. . o . . — : : :
Az egyenldség bizonyitasara tekinlsiik az olyan x=R vektorokbél allé
Q poliédert, melyekre

(2.5.8) x(X)>p ' (Y)-r(Y-X) minden XY ({S8).

1.ALLITAS @ 0-1 vektorai pontosan a tamaszto halmazok incidencia
vektlorai.

BIZONYITAS. (2.5.5) alapjan nyilvan ’TfQ minden T tamaszté halmazra.
Megforditva, legyen x= N Q-nak egy eleme valamilyen T_LS-re és legyen

X_S. Abkalmazzuk (2.5.6)-t X-T helyére X-t és X helyere Y-t
helyettesitve. Azt kapjuk, hogy x(X-T)>p (X)-r(X T). Mivel x(X-
T)=0 és (5.2.3) fennall, az allitas kovetkezik.5

2. ALLITAS 2. A (2.5.8) linearis rendszer szubmodularis folyam
rendszer.

BIZONYITAS. Legyen S' es S" két diszjunkt példanya S-nek és legyen
V=5.8". X S-re X' és X" jeloli a megfelel8 részhalmazait S és S"-

nek. lLegyen E:= ({s"s': s=8}. E es S _elemei §o7ott 1-1 ertelmﬂ
megfeleltetes van, es azonosit juk R es -L. Az X, YC
reszhalmavokra legyen pl' (Y 'LX"):= p' (Y)-r(X) ha XCy, es =—u

egycbkent..  Most pi melsz8n szupermodularis fuggvény és

(2.5.9") £ (7Z)-2 (Z)>p.(Z) minden ZLV
X X 1



szubmodularis folyam rendszer. Mivel :(7)=0 amikor pi(Z) veges,

(2.5.9 ) irhatd

(2.5.9) e (Z)zpi(Z) minden ZLV-re
X

alakban, ami viszont (2.5.8)-cal ekvivalens.h

Jelolje - a {(7.V: p;(Z) veges) halmaz csaladot. Legyen (::E-)Z+ nem-
negativ egcész-ertekll koltseég-fiuggvény. Tekintsiik az alabbi dualis

linearis programokat :

(2.5.10) min(ex: x>0, ¢ ('/.)»)pi(Z) for 7Z-%4)
x

(2.5.11) max(jyi pi(Z)Z(Z): z>0, Z(z(Z): eZi(Z))

<c{e) minden e F-re),

ahol zZ:~->R .
+

A 3.1.1 tétel alapjan létezik (2.5.10)-nek x egész-értekl megoldasa
o
és (2.5.11)-nek z egészu-crtékll megoldasa olyan, hogy cx =piz es az
o o o
?l:{ZEL:z (2)>0} csalad laminartis. Ha tobb mint egy ilyen X
! (o]

megoldas van, valasszuk azt, melynek a komponens oOsszege minimalis.

3.ALLITAS. x 0-1 vektor.

O

BIZONYITAS. Indirekt, legyen mondjuk x (i)>1. Mivel c¢>0 eés x0
o

oplimalis, x {i)-t 1-gyvel csokkentve nyeriink egy olyan vektort,
o

macly megoldasa (2.5.10) nek. Ebb81 kovetkezik, hogy létezik egy
7Z=Y' . X" halmaz, amelyre X_V, iZ“Y-X és ¢ (Z)= pi(Z). Legyen X1=X+i
X

o
es Z]: '_X'l'. Fkkor p]'(Z]): p’(Y)—r(Xl)z P AY)-r(X)-1= pi(Z)-—'l=
£ A{Z)-1 es gy ! (Z )= 7 (Z)-x (i)< §_ (Z)-2= p/(Z)-2< p.(Z.),

X X 1 X o X 1 1 1

O O o o



ellentmondva annak, hogy X kielegiti (2.5.10)-et.. (Itt
o

kibhasznaltuk, hogy r matroid rang fuggveény és igy r(X+i)<r(X)+1.)R

Legyen T ax  a  halmag, amelyre .frr'x . Minden '/'."—Y"-i){"E'?]—r'e
o
definial juk w(A)= (= (Z): 7=Y'LxX", A=Y-X). Ekkor T (w(A){(A):
o

ALS)<e és (w(A)h(A): A’S)> ?7_.pi(Z)z (Z)=c(T), amelyb8] a 2.5.2
7= o
tetel kovetkezik.

A 2.5.3 téetel bizonyitasahos fel Lehel jitk, hogy minden s"s' é1 (s7N)

beléep valamely Z=7 1 halmazba. Maskulonben legyen Z={s'} és novel Jjuk

7z -t a 7Z-n 0-rol l-re. Mivel p'(s)>0 az aj =z is optimalis
o o

megoldasa (2.5.11) nek.

Legyen 7 =Y X" ap = LetszBleges tagja és 7. =y’ XTOo(i=1,2,...,k)
O [SIS) 1 1 i 1
jelolje az ,'] maximalis halmazait, melyekre Z.°7 . Minden s=S-N-re
i o
D . . ’ , k
az s's’ el pontosan egy | beli halmazba 1ép be. Ily modon X :'JIYi
o i=
(Y N) eés ¢ (7 )= p (72 )=p (Y ) r(Xx ).
o X o 1" o o o
o

Kovetkezesképp T és az T={Y: Y'AX"E‘:] bizonyos XLS-re} kielégiti a
c{T)=lT-Ni= =~ dIp (YY) - r((N Y) AZ: 7=F, 72CY))l egyenlBséget.
EEE

Most megmutal juk, hogy eredményeinket hogyan lehet paros grafokra
kiterjeszteni.

Legyen G=(A,B;E) izolalt pont nélkiili egyszerll paros graf és NCE az

eleknek egy megadott részhalmaza. Legyen p':2 ->7.{-=} metsz8n
szupermodularis fiuggvény eés M  matroid B-n, r rangfuggvénnyel.
Legyen (::F.->R+ nem-negativ  koltség-figgveény. Nevezzink egy RLE
reszhalmazt tamasztonak, ha r‘((“R(X))>p'(X) minden XCZA-ra. Azt
mond juk, hogy R N-nel cgyutt tamaszlo, ha RN Lamaszto. Tegyuk fel,

hogy E maga tamaszto.

5.2.5 TETEL A G=(A,B;FE) paros grafban R_E tamaszté halmaz minimalis
c(R) kotsege egyenld max(_[w(Z)(p (Z A)-r(Z'B)): Z_AI/B]: alw(Z):
u-7 A, v=B-Z]<c(uv) minden uv-E-re, w>0). Tovabba, ha ¢
egesz~ertekll, akkor w is valaszthatoé annak.



BIZONYITAS. 118sz0r definial junk egy M] matroidot F-n agy, hogy FLE-

re legyen rl(lf’):r(X) ahol X_B az F-fel szomszédos élek halmaza.

. M. . , E , , ,
Masodszor, definial juk P, 2 ->7.{-=} agy, hogy pl([")::p (X), ha F
valamely X' A halmaz elemeivel szomszédos élekb81 all, c=max{0,p (s)),

ha F={s} (s-E) , ¢és :=-= egyébkent. Alkalmazva az 5.2.2 tétell

p,,rl es Ko ore, a tetel kovelkezik . .BE8

Az 5.2.3 tételb8) el jesen analog modon kap juk:

5.2.6 TETEL G=(A,B;FE) paros grafban az N-nel tamasztéo R halmaz
minimalis elemszama egyenld max._ Ly;f Ip’ (Y)-PG’N(Y)_-F (12: 2=7,Z2_Y))]

ahol a maximumot az A kulonboz8 reszhalmazaibol allé laminaris 7#
halmaz csaladokon vesszuk.%

Vizsgal juk most meg az olyan tamaszto halmazok letezését, melyek
bizonyos fokszam felleteleknek tesznek eleget A pontjaiban. l.Legyen
adva g:A->7_ {7} figgveny.

5.2.7 TETEL Legyen G, N, r, és p ugyanolyan, mint az el8bb. E-nek
akkor es c¢sak akkor letezik N-nel egyutt tamaszto R reszhalmaza,
amelyre dR(v)<g(V) minden v-A-ra, ha

(2.5.12) P (Y)< g(Y-X)+ r(FN(Y)?-’F (x))

fennall amikor X_Y_A.

BIZONYITAS. A sziikségességherz legyen R N-nel egyutt tamasztd. Ekkor

p'(Y)<r‘(-,r"RN(Y))< r’(rN(Y)T(X) ’"’R(Y*X)K T(FN(Y) (X)) o+

‘['R(Y-X)l\' r(VN(Y) CTX) ) g(Y-X) és (2.5.12) kovetkezik.

Az elegend8seg bizonyitasahosz feltehet jiik, hogy g mindenitt véges. Ha
van megoldas ¢-re vonatkozéan, akkor ez Jjo lesz minden olyan g’ -re
is, amely komponensenként nagyobb vagy egyenld, mint g. Igy
feltehet jiik, hogy ¢ minimalis abban agz ertelemben, hogy (5.2.12)
igaz, de ha g-t csokkentjiik, akkor mar nem.



L. ALLITAS g(v)<r(T(v))-r( N(v)) minden v-A-ra.

BIZONYITAS. Legyen indirekt. g(v)>r(r(v))—r(TN(v)) valamely v=A-ra.
Csokkenlsik g(v)-t g (v)-re, ahol glv) to g (v)):= r(i—"(v))—’r‘(rN(v)).

Most létezik Y s X (XOVLA, voY-X), amelyre p' (Y)> g (Y-X) +

r(fN(Y) P(X)). A szubmodularotast  hasznalva  kapjuk r([(v)) +
r(F VT (T () I V) e s e (v (V)T (X) 1) 2ril (v))
+ r(fﬁN(Y) F(X+v)). Ily médon p'(Y)> g ' (Y-X) + r(["N(Y)UF(X))= g(Y-
(X+v)) + T(T(V))—P(FN(V)) + P(FN(Y)*F(X)) > g(Y-(X+v)) +
r(VN(Y),r(X+v)). Eszerint Y és X'=X+v megsérti (5.2.12)-t,

ellentmondas. ¥

Ha egy metsz8n szupermodularis fuggvenyt egyelemll  halmazokon
noveliunk, akkor ismét metsz8n szupermodularis fiiggvényt kapunk. Tgy
feltehet jiik, hogy p’ maximalis abban ag ertelemben, hogy (5.2.12) mar
nem igavz, ha p -l egyelemll halmazon megnovel juk.

2. ALLITAS p' (v) = g(v)+r(fN(v)) minden v_A-ra.

BIZONYITAS. (5.2.12)-1 Y={v} és X=¢-re alkalmazva kapjuk, hogy
p(v) < g(v) + r%TN(v)) minden v-A-ra. Indirekt tegyuk fel, hogy

valamely v-re az egyenlBtlenség éles. Novel juk p'(v)-t pi(v)-re,

ahol p]' = L{(v)+r(?_N(v)).

Most (5.2.12) csak akkor sérilhet meg (a pi~re nézve), ha vagy Y={v}

eés X=@ vagypedig Y={v) és X={v}. Az els8 eset azt jelentené, hogy
pi(v)> g(v) + r(rN(v)) ellentetben pi(v) definiciojaval. A masodik

eset. azt jelentene, hogy pi(v)>r(fN(v)Hf(v)) = r(l'(v), vagyis

g(v)+r(5hN(v)) > (i (v), ellentétben az 1. allitassal.E

Az X=Y esetben (5.2.12) aunt adja, hogy p ' (Y)<r(i'(Y)) minden YCA-ra,
igy az 5.2.6 tétel alkalmazhato. Legyen R (LE-N) N-nel egyiitt

tamaszto. kkor r(TN R(v)) > p'(v) = g(v)+r(FN(v)) es ezert

dR(V)ZE{(V) es TRI>g(A). Vagyis az 5.2.6 tételben a minimum legalabb



g(A), ¢s pontosan akkor g(A), ha dR(v)<g(v) minden v-A-ra.

Tegyiuk most fel, hogy a kérdeéses minimum nagyobb, mint g(A). Ekkor
az H5.2.6 totel alapjan letezik egy - laminaris csalad, amelyre g(A)
< ;‘Y_;(p'(v) = r'(]”N(Y)_T"(A(Z: ==, 7ZZY)))). Ilnnen 0 < p'(Y) -
r(ﬁN(Y) . (X)) - g(Yy-X) fennall --nek legalabb az egyik tagjara,
ahol X av X:= (7Z: 7Z=*, 7Z.Y), halmazt jeloli. Itz viszont ellentmond

(5.2.12)-nck.EK8

Figyel jik meg, hogy az 5.2.1 Letel nem mas, mint az 5.2.7 tétel az
N=¢ specialis esetben.

Legyen D=(V,E) iranyitott graf. Kozismert az a technika (pl. [Ford-
Fulkerson 1962] 24.0.), ahogy v ponljait kettévagva egy paros grafot
keszi bhetiink . Krre fogjuk alkalmazni a megelBdzd teleleket.. Mivel a
leveretések technikaiak, a részleteket elhagyjuk. (Lasd [Frank-
Tardos 19881).

A7z X_V és F_E halmazokra legyen ()!"(X): fu=V-X: létezik uv=F ,v=X} és

lr(X):'{v X: létenik uv-l, u-V-X}. ()l‘ es ll’ . roviden O 1ll.1-vel

Jjelol juk. Legyen p' 2 ->7Z_ (-7} metsz8n szupermodularis filiggveény,
melyre [O(X)!i>p (X) minden X_V, liegyen adva g:V->7.1{=} es c:F.—)R+

fuggvenyek.

flek egy I I részhalmazal kuls# tamasztonak mondunk, ha l()F(X)l}_p'(X)

minden X_V-re. A felleves szerint E kiils8 tamaszto.

5.2.8 TETEL Kulsé8 tamaszto minimalis koltsege egyenld
max(_[w(Y,X)(p (Y)-1Xl): Y.V, Y X=¢, X.0(Y)]: Z[w(Y,X): VYIX7,
Y X=¢, X_0(Y), v0O(Y)-X, v Y]< c(uv) minden uv-E-re). Tovabba, ha c
egesz-ertekll, akkor w is valaszthato annak.E

5.2.9 TETEL Kulsd8 tamaszto minimalis elemszama egyenld
max. (ZY:F[p' (Y)- o(. (Z: 2=z, Z_Y))~-Yi]), ahol - laminaris.BlEi

5.2.10 TETEL Legyen adott g: V—>Z+U{'Ii} fuggveny. Akkor es csak akkor
letezik F kuls8 tamaszto, melyre ,ir(v)_<g(v) minden v--Vre, ha p (Y)<

g(Z) + 10(Yy-Z)-Y fennall minden Y.V es Z_I(Y)-ra.3%%



Fgysserll konstrukeio segilségével levezetheld:

5.2. 11 TETEL Legyen adott g:V- >/ Ul-} es g:E- >7 U{=} ket fuggveny es

g(X)>P (X)

minden X_ V-re. Akkor ées csak akkor letezik leéetezik x:E—)Z+ nem-

p 2 ->Z (-} metsz8n szupermodularis fhggveny, ugy hogy -

negativ egesz  vektor, melyre x<g, i (v)<g(v) minden v-V-re, es
X

(X)>p (X) minden X V-re, ha
X

(5.2.13) P (X)< g(Z) + Z[8(uv): uv E, w=V-X, vI(X)-Z]
minden X.V es Z_I(X)-re. Ha 2 , akkor (5.2.13)-mal ekvivalens:

(5.2.14) P (X) < g(I(X)) minden X_V.§E



5.3 GRAFEIMELETT ALKALMAZASOK

A. A KAPCSOLASI ELV

LoR.Ford ¢ D.R.Fulkerson [1962] fogalmazta meg a kapcsol asi elvet
(linking principle), amit ecl8szor az 8 példajukon szemleltetunk. Fgy
3=(V,E) iranyitott graf olyan H=(V,A) reszgrafl jatl keressuk, amelyre
fl(v)< !JA(\/)«' gl(v) es I‘Z(v)< éA(v)< gz(v) tel jesiil minden v=V
csucsra, ahol ., g, (i=1,2) adott figgvenyek, f . <g. . Ford és
i i i
Fulkerson bebizonyitottak, hogy létezik ilyen részgraf, ha egyreszt
léetezik olyvan, amelyre f'l(v)< ,E'A(v) és ;‘A(V)S gz(v), masreszt

létezik olyan, melyre ! v)< g (v) és f (v)< ¢ v).
yan, y A();,l() 2(),/\()

A kapcesolasi elvre masik példa Mendelsohn és Dulmage tétele, mely
szerinl, ha egy G=(A,B;l) paros grafban egy X_A részhalmaz lefedhetd
parositassal és egy Y_B reszhalmaz lefedhet8 parositassal, akkor X
és Y egyszerre is lefedhetBk parositassal.

Harmadik peldakeént megeml i thet juk azt a | Frank-Gyarfas 1976 1]
dolgozatban bebizonyitott tételt, mely szerint, ha egy iranyitatlan
grafnak létezik olyan iranyitasa, amelynek befoka eleget tesz egy
folsd korlal kikolesnek, ¢s létezik olyan iranyitasa, melynek befoka
cleget Lesy cgy also korlat kikotesnck, akkor létezik olyan iranyitas
is, amely ecgyszerre mindkett8nek eleget Llesz (felteve persze, hogy a
felsd korlat legalabb akkora, mint az also).

Vald jaban, aminl az nemi iigyeskedéssel belathaté, a kapcsolasi elvnek
ezen harom esete egymassal ekvivalens. A  [Frank-Gyarfas 1976]
dolgozatban azt a hasonld jelleglh, de nehezebb tételt is belattuk,
hogy az c¢18bbi iranyitasi problémaban ervenyes a kapcsolasi elv, ha
a kerese bt iranyitott grafrol a fokszam felteteleken tul
megktvetel jitk, hogy cor8sen osszefiggd legyen. A [Frank 1980}
dolgozatban ezt sikeriilt. még tovabb altalanositani k-szor er8sen

élosszefiuged grafokra (azaz ;54(/)31( minden 0. ¥_V halmazra).

A dolgok hatterében a 2.3.5 kovetkezmeny all, amely a kapcsolasi elv

gyokerenck tekinthet8. (Ezt tovabb Altalanositja a 3.3.1a
kévelkezmeny, azonban ey utobbinak nem tudok al kalmazasat.) A fenti
peldak koziil az iranyitasokra vonatkozokat alabb reszletesen

targyal juk. Mosl egy tovabbi péeldat mutatunk.

Legyen M matroid az S halmazon és {S_,... ,Sk} az S—-nek particioja.

1
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Tegyuk fel adottak az f <g. (i=1,...,k) szamok.
i i

5.3.1 TETEL Ha M-nek letezik olyan Bl bazisa, melyre IB]"Sil_g g,

(1<i<k) es letezik olyan B2 bazisa,melyre lnz S. 1> f. (1<i<k), akkor
i i

letezik olyan B bazisa is, amely egyszerre teljesiti a ket egyen-

l18tlenseget .

BIZONYITAS Legyen B(r) az M matroid bazis poliédere és S :={1,...,k}

k elemll halmaz. Tekintsuk azt a 7 :8->S’ lekeépezést, melyre j(s):=i
ha sti . A 2.3.114 tétel szerint a J(B(r)) homomorf kép g-
polimatroid. Tételunk kovetkezik, ha erre alkalmazzuk a 2.3.5

kovetkezményt .EEE

Specialis  esetként  vizsgal juk meg, hogy egy G=(V,E) Osszefigg8
iranyitatlan grafnak mikor létezik olyan feszit8 faja, amely adott
STV stabil ponthalmazon alsoé ill. fels8 fokszam feltételeknek eleget
Lesz. (Mcgiecgyzendd, hogy természetes volna az egesz Vo halmazra
fokszam feltotelt el8irni, de ekkor mar NP-tel jes problémat kapnank,
miutan a Hamilton Ut feladata specialis eset lenne.) Legyen adott
f:85->7 és g:S->7, melyekre f<g.

TLt es a kéas8bbiekben is szitksegiink van a (t:2v~—>2 fiiggvenyre. c(X)
Jeltenti arz X eclhagyasaval keletkezl komponensek szamat. (Specialisan
c(@)=1). Kozismert, hogy a ¢ fuggveny tetszlleges X,Y_V-re
kielegiti az

(5.3.1) c(X) + (YY) < e(XY) + o(XY) + d(X,Y)
egyenlBtlenséget . Csokkentsiik c-t az udres halmazon O-ra es jelol je
¢’ a keletkezd fiiggvenyt. Nyilvan (5.3.1) teljesul c¢' -re is,

amennyiben X &5 Y metsz8.

5.3.2 TETEL G-nek akkor es csak akkor letezik olyan F feszit8 faja,
amelyre d',(v)gf(v) minden v-S-re, ha minden nemures X_S-re

(a) (X))t > f(x) - 'xi + 1.

G-nek akkor es csak akkor letezik olyan F feszit8 faja, amelyre



dF(v)(g(v) minden v S-re, ha minden nemures X_S-re

(b) c(X) < g(X)|X]|+4

G-nek akkor és csak akkor letezik olyan F feszitd faja, amelyre
t"(v)ﬁ(dr(v),gg(v) minden v-S-re, ha (a) es (b) egyszerre teljesul.

BIZONYITAS Az 1. részt Lovasz bizonyitotta, mint az 5.2 szakasz

elejen emlitett tételének kovetkezménye. A 2. rész Edmonds matroid
metszel lLételének kozvetlen folyomanya. A 3. rész pedig az el8z8

tétel specialis esete.B
B. PAKOLAS ES FEDES FENYOKKEL

Legyen G=(V,kK) iranyitott graf és r egy megadott pontja. Edmonds
adott szilkséges és elegend8 feltételt arra, hogy mikor létezik G-ben
k r gyokerll éelidegen fenyd. (K szakaszban fenyBn mindig feszitd
fonydt értiunk). Vidyasankar jellemezte azokal a grafokat., melyek
clhalmaza lefedhetd k ¢ gyokerld feny8vel.

Fgy természeles kozos Altalanosilashoz legyen adva az K élhalmazon az
f:E >'/‘+ os g:l'tvv>Z+lI{.:} fuggveny, melyekre f<g.

5.3.2 TETEL G-ben akkor es csak akkor letezik k darab r gyokeril
feny8 ugy, hogy minden e el legalabb f(e)-ben es legfeljebb g(e)-ben

van kozuluk, ha - f‘(X) minden X_V-r es

k- f(X) < [k _(v): v-A] + Zlg(e)-f(e): e=uv-E, v=I1(X)-A, uw=V-X]

f

fennall, amikor X_V-r es A_I(X).%

A tetel az 5.2.11 tételb8]l az Edmonds tétel felhasznalasaval kdnnyen
kovetkerzik, de az Edmonds tetelb8l egy ravaszabb elemi konstrukcio
segitsegével kozvet leniil is levezethet8. { Lasd { Frank-Tardos
19881}).

Fgy masik lehetséges Altalanositasa az FKEdmonds tételnek, ha gy
akarunk k feny8t bepakolni, hogy a gyokér nincs rogzitve. Legyen
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most f,g:V->7 két fuggveny V-n, melyekre 0<f(v)<g{(v)<k minden v=V,
Az alabbi tétel ujabb példa a kapesolasi elvre.

5.3.3 TETEL [Frank 198lal G-ben akkor es csak akkor letezik k
elidegen feny8 ugy, hogy

(i) [Frank 1981a] minden v pont legfeljebb g(v)-nek a gyokere, ha

(al) ‘_;,it_”]»(xi) > k(t-1)

fennall nemures, paronkent diszjunkt Xl ,)(2 0000 ,)(t halmazokra es

(a2) S(X)+ g(X) > k minden X _ V-re,

(ii) [Cai Mao-cheng 1983] minden v pont legalabb f(v)-nek a gyokere,
ha

(b) Vo) - k(e-1) > 0 " x)
1= 1 i =0 1

fennall paronkent diszjunkt X() 'Xl y oo ’Xt (t=0,1,...) halmazokra, ahol

csak X() lehet ures,

(iii) minden v pont legalabb f(v)-nek es legfeljebb g(v)-nek a
gyokere, ha (a) es (b) egyszerre teljesul .BE%¥%

BIZONYITAS Nevezzunk egy m:V—>Z+ vektort gyoker vektornak, ha letezik

k élidegen fenyd ugy, hogy mindegyik v c¢sucs pontosan m(v)-nek a
gyokere. tdmonds tLételéb8l  kozvetleniil leolvashatd, hogy egy m
vektor akkor ¢s csak akkor gyokér vektor, ha m{V)=k és m(X)> p'(X)
minden nemiires X°V halmazra, ahol p' (X):=k-2(X). Nyilvan p’' metszdn
szupermodularis. Tekintsik a Q:={x=R : x{X)>p (X} minden nemires
X_V-re, x{(V)=k}. Fkkor @ metsz8n szupermodularis fuggveny altal
definialt bazis poliéder, amelynek az egész pontjai éppen a gyoker
vektorok. '

_V , ~V ., .
Legyen Bl :={x=R : x>f} és BZ::{x:R : x<g}. Ekkor 2.3.4 alapjan mind
B]_Q, mind Rz Q g-polimatroid. A 2.2.6 tételt mindkettBre alkalmazva

megkapjuk (i) es (ii)-t. (iii) a 2.3.5 kovetkezmény specialis
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esete 238
Erdekes kovetkezmény az alabbi.

5.3.4 KoVETKEZMENY V azon X k elemll reszhalmazai, melyekhez letezik
G-ben k elidegen feny8, melyek gyokereinek halmaza eppen X, egy
matroid bazisait alkotjak (felteve, hogy van ilyen X halmaz).B8E

Hogyan lchet algoritmikusan megtalalni az 5.3.3 tételben szerepll
fenyBket?  lLovasz 1. adolt egyszeri algoritmust k eélidegen r gyokeri
fenyd megtalalasahosn. Fnnek alapjan van olyan algoritmusunk, amely
adott m gyokér-vektorhor megtalal ja a k eélidegen feny8t. A feladat
tehat csupan az, hogy keressiink egy m gyoker- vektort, melyre f<m<g,

azay hogy keressunk a fenti Q':=B1CB? Q@ g-polimatroidnak egy egész

elemet. . Konnyen ellendrizhetd, hogy Q={x: x(A)> p"(X) minden OCA{ V-
re, x{V)=k}, ahol

k- (X)), ha 2<{Xl<iv}|-2
p(X):i= max({k ;(v), f(v)), ha X={v}

max (k-g(X), k-1(X)), ha X= V-vy
Most p" keresztezBn  szupermodularis. Alkalmazzuk 4.2 szakaszban
leirt masod-reszelési algoritmust a kerescl.t, m gyokeér vektor

megkeresesere. A szuksdéges orakulum, amint kimutathato, az MFMC
algoritmus felhasznalasaval ismét rendelkezésiinkre all.

C. TRANYITASOK

Adott egy iranyitatlan G=(V,E) graf és egy m:V->7Z egész-értéekll
fuggveny. Azt mondjuk, hogy m G egy iranyitasanak befok vektora, ha
S{v)=m(v) minden v=V-re. A Hall tetel alkalmazasaval konnyen
tgazolhato az alabbi

5.3.5 LEMMA m akkor es csak akkor befok vektor, ha

m(X) > | E(X)i minden X_V-re és
(5.3.2)
m(V) = | Ei .%

'ttt © jeloli arv iranyitasnak a be-fok fuggvenyel és E(X) az X altal
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feszitett Slek hakmaza. Miutan [E(X)i teljesen szupermodularis, az
(5.3.2)-1 kiclégitd veklorok egy bazis poliéder egész pont jai.

FI8sz06r levezet juk Nash-Williams [1969] klasszikus tetelét., Egy k-
szor er8sen closszefiggd grafot roviden nevezziink k-erfsnck.

5.3.6 TETEL [Nash-Williams]| Iranyitatlan grafnak akkor és csak akkor
letezik kerds iranyitasa, ha minden vagas tartalmaz legalabblk elt.

BIZONYITAS. A sziuksegesseég nyilvanvalo. Az elegend8séghez legyen
p"(X):= k+'E(X)!, ha #-X_V és p"(#):=0, p"(V):={Ei. Ekkor p" metsz8n
szupermodularis. Tekintsiitk a Q:={m=R ; m(X) > p"(X) minden XCV-re,

m(V)=1El} bazis poliédert. Allitjuk, hogy Q-ban benne van az a =z
vektor, melyre z(v):= d(v)/2. Valoban, a tetel feltételét

kihaszonalva [E(X)! kapjuk, hogy =z(X)= 1/2d(X) + {E(X)| > k+ JE(X) I,
valamint z(V)=iEK!.

Q@ tehat nemires, és miutan egész-értékll szupermodularis figgvény
altal definialt bazis poliéder egész, Q tartalmaz egy m egeész
pontot.. m kielegiti (5.3.2)-t, igy a lemma szerint egy iranyitlas
befok veklora. kKzen iranyitas k-er8s, mivel £(X)= Z(f£(v): v=X)-
FE(X) = m(X) 1K(X)!> k minden @_X_V-rec.888

A fenti levezetésb8l a 2.3.5 kidvetkezmény segitségevel rogton lat juk,
hogy a k-erls dranyitasok befok vektoraira érvenyes a kapesolasi
clv. Legyen adott f,g:V->7 két vektor, melyekre f<g,

5.3.7 KoVETKKZMENY Ha G-nek letezik olyan k-er8s iranyitasa, melyre
S(v)>f(v) minden v-V-re es letezik olyan k-er8s iranyitasa, melyre
(v)<g(v) minden v-V-re, akkor letezik olyan k-er8s iranyitasa is,
melyre f(v)< (v)<g(v) minden v-V-re.

Az is adodik kovetkezményként, hogy a masod-reszelési algoritmus
segitsegevel megkonstrualhatunk a fenti Q-nak olyan m egész elemét,

amelyre f<m<g. (A szitkseges  orakulum ismet, csak az  MFMC
algoritmusbol  kaphato.) Mivel a lemmabeli iranyitast egyszerlien

megkaphat juk, ily modon egy kombinatorikus jo algoritmust kaptunk

fokszam korlatozast is kielégitd k-erds iranyilas keres/sire.

A |Frank 1980] dolgozatban egy altalanosabb iranyitasi tetelt
bizonyitottunk be, nem éppen egysuzerllen. Mr*%mul,atljuk , hogy az a
tetel is  konnyen levezethetd., Legyen h:2 —>Z+_? {=} nemnegativ



egész-crtekil fiiggveny (h(#)=h(V)=0), amely metsz8n G-szupermoduliaris,
azar  h{X)+h(Y) < h(X YY)+ h(X'Y)+ d(X,Y) minden X,YLV keresztez8

halmazra.

5.3.8 TETEL G-nek akkor es csak akkor letezik olyan iranyitasa,
amelyre

(5.3.3) <(X) > h(X) minden X_V-re, ha

a. e, > Z(h(Vi)

(5.3.4) i
b. e. > Z(h(V_ )
f i
fennall V minden -~ = {'V],Vz,..,,V} particiojara, ahol e. jeloli a
n r
kulonboz8 reszek kozotti elek szamat. Ha h szimmetrikus (azaz

h(X)=h(V-X)), akkor (5.3.4)-et eleg ketreszes particiokra
megkovetelni.

BIZONYITAS., A masodik reész  konnyen latszik az els8bdl. A
sziksegesseyg egyszeril, igy c¢sak az elegend8séggel foglalkozunk.
Legyen p"(X):= h(X)+ {E(X)!. Ekkor p" keresztez8n G-szuper-

modularis. (5.3.4)-b81 az - particiora fennall Zp" (V. )= Zh(Vi) + | Ej
i

- e.> [{Ei= p"(V) valamint _p"(V_ )= Zh(\_/_) + (n-1)iE] - e_> (n-1)}E]=
i i i

(n-1)p" (V).

Fujishige 2.2.7 tételet b":=—p"-re alkalmarva kapjuk, hogy létezik m
vektor, melyre m(X)> p"(X) minden XLV-re valamint m(V)=]E|. Miutan
h>0, (5.3.2) fennall, igy a lemma szerint. m egy iranyitas befok
vektora. ko az iranyitas konnyen lathatoan kielégiti az (5.3.3)
feltetelt (E3E

Av. el8z8  leveszetésben igen lényeges voll az, hogy h nemnegativ.

Konnyen  jutunk azonban olyan iranyitasi feladathoz, amelyben h
keresztoz8n G szupermodularis, de negat.iv erteket is felvehet.
Példaul  adott H=(V,E. F) vegyes graf, ahol E az iranyitatlan élek
halmaza, F pedig az iranyitottake. Mikor lehet az E elemeit ugy
iranyitani, hogyv a keletkez8 graf k-er8s legyen? Ez azt jelenti,
hogy a G=(V, k) grafnak olyan iranyitasat keressiik, ame lyben

S(A)>h(A) minden @ ATV-re, ahol h(X):= k—Z‘F(X), ha @CXCV  és



h{pg):=h(V):=0. Frre a h fuggvenyre a 3.5.8 tétel nem alkalmazhato.

Nem kell azonban kétsegbe esni, mert a szubmodularis folyamok most

is segitsegiunkre siectnek. Vegyunk fel az E elemeinek egy
tetsz8leges iranyitasat. zen megiranyitott é&lek halmazat jelol je
D. Az F egy iranyitasal egy x:D->{0,1} vektorral fogjuk megadni.
x(e)=0 Jelentse azt, hogy © iranyitasa megegyezik a D-beli
iranyitassal, x{(c)=1 pedig azt, hogy azzal ellentétes, Marmost az x

vektor pontosan akkor fogja az FE éleinek keresett iranyitasat
szolgaltatni, ha ;r'((,‘)+ : ”(A) - (AY+ 2 (A) > k. Vagyis, ha [ (A)-
‘ X X X

(A)< bB"{A) fennalt minden ALV-re, ahol b"(A):= 3—1‘(/\)+ PD(A)—k-
X g

Most, b" keresztezBn szupermodularis, és a keresett x  vektorok a
Q(f,u;b")  szubmodularis folyam poliéder egész pontjai, ahol f:=0,

g:=1. Ilyen x vektort a 4.3 szakasz algoritmusaval talalhatunk meg .

Iranyitasokrol s2610 elmélkedéseinkel egy konnyebb tétellel zar juk,
melyet  a  kovetkez8 pontban  fogunk hasznalni. Legyen G=(A,B:FE)
2-elosszefuggd paros graf.

minimalis ¢"(A) szama cgyenl8 max(Zc' (X ): {X_ } az A particioja}.
i i

BIZONYITAS. ¥Fmliékeztetiink o' definiciojara és a 5.3.1 képletre.
max<min: erdsen Osszefuggd iranyitasban c(X)> ¢ ' (X), igy £(A)= E}I‘(Xi
> Te'(X.). Az egyenldseg bizonyitasahoz tekinsiitk G-nek azt az
i
erdsen osszefiiggd iranyitasat, amelyre £(A) minimalis. Nevezziink egy
X halmazt pontosnak, ha itlL egyenl8ség all. ¢’ metsz8n G-szuper-
moduliaris, amit felhasznalva belathatd, hogy metszBn pontos halmazok
metszele 65 unioja is ponltos. Kovetkezeskepp adolt v pontot.
tartalmazo pontos halmazok P(v) metlszele pontos, tovabba osszefuggh

hipergralfolt alkotd pontos halmazok egyesilése is pontLos.

Na  léterne olyan vZA  ponl, melyre létezik x=P(v)-A elem, akkor
tetsz8leges x b8 v-be men® P 0L iranyitasat megforditva G-nek erBsen
osszefuggd iranyitasal kapjuk, amelyben eggyel kevesebb é1 1ép A-bag

cv. nem lehet lgy minden v-A pontra P(v)LA. Jelol je X],Xz,...,Xk a
{P(v): v-A} hipergral komponenseit. FEzek pontosak igy £(A)= Zp(X.)=
i

e (X ), amit bizonyitani kellett . KER
i

D. TIRANYITOTT VAGASOK
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A szubmodularis folyamok kidolgozasanal av enryik alapmotivum
Lucchesi ¢s Younger totele voll, mely szerint egy G=(V,I) iranyitolt
grafban arx ¢lidegen iranyilott vagasok maximalis szama egyenl8 az
iranyitolt vagasokat lefogo élek minimalis szamaval.

gy ALV részhalmazt nevezzunk magnak, ha nem lép ki A-bol él. Jelolje
c"(A) az ossves lefogasok kozott az A-ba leéep8 élek minimalis szamat.
Fz. nem mas mint a 6 erdsen osszefiggd atiranyitasai kozott az A-ba
1épd Slek minimalis sziama. Frre az 5.3.8 Létel ad min-max formulat,
ha az A s a V-A altal feszitett komponenseket egyetlen pontta
huzzuk ossze.

A [Frank-Sebd-Tardos 19841 dolgozatban bebizonyitottuk, hogy c¢" a
magokon megszoritva nem mas, mint a ¢ fiiggvény masod-reszelt je, és
ebbdl kovetkezik, hogy a Lucchesi-Younger tetel az alabbi
strukturaltabb alakban mondhatéd ki.

5.3.10 TETElL, Az iranyitott vagasok lefogasanak minimalis elemszama

2gyenl8 max( c¢"(X.: X X ....X , ,

esEn ax(.c™ i 12 k, X. -k magok, melyek paronkent
i

elidegen vagasokat hataroznak meg.B

Viogerzetil valaszt adunk egy nem kevaesbd temészeles kérdésre. Mikor
fetezik iranyitott vagasoknak olyan lefogasa, amelyben nincs két egy
pontba lepdél. Fenyvesnek neveziink egy olyan iranyitott erd8t,
amelyben nincs ket egy pontba l1ép8 é1. Figyel juk meg, hogy minimalis
lefogas mindig iranyitolt erd8.

5.3.11 TETEL G iranyitott graf iranyitott vagasai akkor és csak akkor
foghatok le fenyvessel, ha tetsz8leges X halmazra az X elhagyasaval
keletkez8 azon komponensek szama, melyekbe nem vezet él, legfel jebb
X elemszama.

BTZONYITAS. Alkalmazzuk az 5.2.11 tételt g=1 és g'=: esetben a p' :=c’
figgvenyre  £38



5.4 OPTIMALIS FELJAVITASOK

Tegyiuk fel, hogy a G=(V,E) iranyitott grafban nem létezik K élidegen
ut az s pontbhol a t-be. Az a feladat, hogy uj élek behtzasaval
hivztositsuk a K elidegen ut letezéset. Ha minden lehetseges Uj élnek

adott a koltsépe, mennyit a suzikséges 0j elek minimalis ossz-kollsége?

Kzt a fetadatot mar Ford és Fulkerson is emlitik konyviitkben, és
megmutal jak, hogy egyszerllen visszavezethetd minimalis koltségll
folyam keresésére. I' szakaszban tovabbi ilyen jellegll problémakat

vizsgalunk.

AL SZUBMODULARIS FOLYAMOK

Analog feladatot tlizhetiink ki szubmodularis folyamokra. Tegyuk fel

a Q=Q(f,g;b) szubmodularis folyam poliéder ires, de Q(G;b) nem az.
Csokkentsuk f-t es novel jitk gt optimalisan, hogy Q-nak mar legyen

eleme., Azaz, minimalizal juk d _x_ +d x -t az olyan nemnegativ (x _,x )
A g8 f' g
vektorok feletl, melyekre 0<x <c., 0<x <c es Q(f ,g ;b) nemires,
f 1 g2 o o
ahol fim = f-x ¢ s g o g+x . E feladat maga egy alkalmas
O O
szubmodultaris folyam poliéderen velt optimalizalasi probléma.

Valoban, G minden e=uv ¢lére adjuk a grafhoz az of_zuv, eg:vu

parhuzamos ¢leket.. A keletkezd graf Gl:(V,F,l). Definial juk az fl,
g] kapacitasokat: fl(e)::f(e), fl(ef):“—‘O, fl(eg)::(), gl(e)::g(e),

gl(ef)::(:](e), g](og)::(:z(e). Legyen az uj koltseég fuggveny

d](e):zo, dl(c‘r)::dr(e), d]((\_g):=(:2

novelesi o feladatll ekvivalens azzal, hogy wminimalizaljuk d x-et a

1

(e). Az optimalis kapacitas

Q( f'] ,g] ;b)) szubmodularis folyam poliéderen.

B. DISZJUNKT UTAK

Tegyilk  most fel, hogy az a célunk, hogy uj élek bevételével
biztositsunk K élidegen utat a G(V,E) graf rozitett s pontjabél az
osszes tobbibe. Kicsit altalanosabb a feladat, ha G éleihez ugy
akarunk x valtozokat rendelni, hogy }Z'X(A)_ZK minden A_V-s-re és c¢x

minimal is. kv, a feladat megfogalmazhaté magrendszer nyelvéen (5.1
szakasz F.), de egysuzerll fogassal visszavezethet8 a sulyozott matroid
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met szet problemara (ahol az egyik matroid a kormatroid K-szor vett
osszege, a masik pedig az a particios matroid, amelyben egy elhalmaz
fuggetlen, ha minden v-V-s pontba legfel jebb K eleme fut).

Nehezebb a dolgunk, ha awst akarjuk biztositani, hogy s-b81 minden
mas pontha vezessen K (bel s#leg) pontidegen G4tL. FEnnel al talanosabb,
ha olyan minimalis koltségll részgrafot keresiink, amelyben s-b8]
minden mas pontbha vezet K pontidegen ut. Erre a feladatra ad
valasxt a  kulsd tamasztd halmazokra  vonalkozo 5. 2.8 tetel, ha
p {A)=-K. Mivel a tamaszt o halmazok szubmodularis folyamokkal
kezelhetBk voltak, ez a kérdésiunk is algoritmikusan megoldhato.

C. DISZJUNKT BAZTSOK

Befejezésiil tekintsitk a kdvetkez8 matroid fel javitasi problémat.
Tegyuk fel, hogy az M matroidban nincs K diszjunkt bazis és
parhuzamos elemek bevételével el akarjuk érni, hogy legyen. Mi az
Uj elemek minimalis ossz-kolbsége? Grafikus matroidokra a feladatlot
Cunningham | 1985) oldotta meg.

Fdmonds  ismert . tétele szerint akkor és csak akkor létezik K
diszjunkt bAzis, ha Kt (X)>iX] tel jesiil minden X részhalmazra, ahol t
a matroid ko-rang figgvénye (azaz LIX)=r(S)-r(s-X)). A megoldast
cgy v vektorral adjuk meg, ahol z(s) Jeloli a s-sel parhuzamos
hozrzaadando elemek szamat, (s—S). Akkor nevezzik a z—t
megengedettnek, ha a megnévelt matroidban van K diszjunkt bazis. Az
emlitett Kdmonds Létel szerint z akkor és csak akkor megengedett, ha

z{(A)> t(A)-'Al minden A S-re. Igy a megengedett vektorok éppen a
Q:={x=R : x>0, x(A)> kt{A)-1tAl} g-polimalroid egesy pont jai.

Kovetkevzesképp a mohé  algoritmussal megkaphat. juk az optimalis
megengedett vektort.,

frdemes megfigyelni, hogy a feladat ily modon az egyszerll moho
algoritmussal megoldhato, ugyanakkor a mohd algoritmushoz sziikséges
orakulumot  az M rang figgvenyéb8l csak Fdmondsnak a tavolrol sem
egyszerll matroid particios algoritmusaval lehet megkapni.



II.RESZ

UTAK ES KoRoK PAKOLASA

A dolgovat  czen része 3 fejezelre bomlik. Kl18svzor az élidegen at
problémaval  foglalkozunk. Bemutatunk két olyan specialis esetet
amikor egy ecgyszerll sziikséges feltetel, a vagas feltétel, egyuttal
elegendld  is. Utana bevevetiink egy 0j szitkséges  feltételt, és
bemutatunk ket oswutalyt, amikor e feltéetel elegendd. A 2. fejezet
olyan utpakolasokat vizsgal a sikon, ahol az utaknak nem csak a keét
vegpont jat. irjuk ol8, hanem a homotopia osztalyat is megad juk. FY
celunk ittt  Robertson és Seymour egy tételének Altalanositasat
megadni . A befejez8 3. fejezet nem ut-, hanem korpakolasokkal
foglalkozik. Tt bebizonyitunk egy tetelt,, amely kozos

Altalanositasa Fleischner ey nehéz Lételének fs a Seymour féle CHgEsy,
korosszeg tételnek.

1. AZ ELIDEGEN UT PROBLEMA

1.1.BEVEZETES

' szakasy alapproblémaja a kovetkesd. Legyven G=(V,E) diranyitatlan
graf, ahol V a csucsok, E pedig az élek halmaza.

FLIDEGEN UTAK PROBLEMAJA Keressiink a G grafban k elidegen utat,
metvek olfire megadott pontparokat kolnek ossze.

A feladat termeszetesen iranyitott, grafokra is kitllzhet8. A probléma
NP-teljes méy aranylag er8s tovabbi megkotések mellett is. Példaul
akkor, ha G sikgraf, vagy ha a k osszekdtend8 pontpar kozott csak

kettd kiilonboz8 van. Iranyitott esetben még a k=2 eset is NP-
tel jes.

Vannak azonban fontos specialis esetek, amikor agw elidegen utak
problémaja mind elvi, mind algoritmikus szemponthol megvalaszolhato.,
Fzek koziil a legismertebb az, amikor a k terminal par mind ugyanaz.



Azaz ilyenkor 2 pont kozott kell k élidegen utat keresni. Erre a
feladatra (mind az Jiranyitott, mind az iranyitatlan esetben) a
Menger totel ad valaszt, Egy masik fontos specialis eset, amikor k
korlatos. Aminl Robertson és Seymour leghjabban kimutattak, ilyenkor
létezik  polinomialis algoritmus. Ennek ugy tlinik c¢sak az elvi
JelentBséye nagy, mert as algoritmus futasidejében  szereplB k-t81
fuggd konstans egyutthato olyan horribilisen nagy, hogy az
algoritmus mar a k=3-esetben is hasznalhatatlan.

A IFrank 1988] dolgozathan aranylag részletes attekintést adtunk az
elidegen Otprobléma illetve az ahhoz szorosan kapcsolodo témakorok
mai allasarol. Jelen célunk ezért csak az, hogy a teriilethez tartozo

sajal, credmenyeket ismertessiik.

Tegyuk fel, hogy az osszekotend8 pontparok (sl,tl),...,(sk,tk).

Hasznos ezen parokat egy-egy éllel megjelolni. A megjelolt eleket
igenveleknek nevezzik, az igényélek altal alkotott H=(V,F) grafot

pedig igenyarafnak.

A kovetkez8 feltetel a megoldhaldsaghoz nyilvan sziikséges:

VAGAS FELTETEL d(‘ (x)gd”(x) minden X U V halmazra.
a

Mar itt  megjegyezziuk, hogy a vagas feltétel fennall, ha c¢sak
tartalmazasra nézve minimalis vagasokra kovetlel jik meg, azaz csak
olvan X-ckre, ahol mind X mind a komplementere G-nek oOsszefliggd

reszgrat jat fesziti. A d”(X) erteket a ﬁk‘(X) vagas terhelesenek
I
nevezzik. A vagas s(X) tobblete a dC(X)_dH(X) szam. Ha ez a szam

0, a vagast (vagy az X halmazt) kritikusnak vagy pontosnak nevezziik.

Az iranyitott esetben az igénygrafot Ugy készitjik el, hogy ha sl~b81
L]~bo kell (iranyitott) utat vezetni, akkor L]s] alkot, egy igényelt.

Ekkor a vagas feltetel igy alakul:

IRANYITOTT VAGAS FELTETEL ?G(X)géH(X) minden X_V halmazra.

Menger tételéenek egy valtozata azt mondja ki, hogy a vagas feltétel
illetve iranyitott esetben az iranyitott vagas feltétel elegendd is,

ha slzg =L =shE

2 k

Az ezutan kovetkez8 legegyszerllbb specialis esetben H két diszjunkt
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elb81 alt. Az abran lathato példa mutat ja,
feltetel Altalaban nem eclegendd:

s s
1 2

r 8

15 t
2 1

l.1.abra

hogy

ilyenkor a

vagas



1.2.AMIKOR A VAGAS FELTETEL ELEGENDO

Szamos  fontos specialis eset ismeretes, amikor a vagas feltétel
elegendd. Tttt  mi ket t8t mutatunk be. A7z elsH aramkorok
huzalozastervezésenel vetB8dott fel [Frank 1981]. Tegyuk fel, hogy a
negyrzetracson adott  cgy T (m 1)*¥(n-1)-es teglalap altal  hatarolt

resz. lLegyen G:G'I‘ a T altal természetesen definialt graf, amelynek

tehat m*n csucsa van. Feltessziik tovabba, hogy a terminal pontok a
T also es fels8d hatarold egyenesén helyezkednek el és kilonbozBk.
Ekkor a vagas feltétel még nem elegend8 az élidegen ut probléma
megoldasahoz, amint. azt az 1.1. Abra grafja mutat ja. Egy meglep8en
czekely tobblet feltevées azonban mar biztositja a vagas feltétel
clegendlségat. . Valojaban, amint kideriil, ilyenkor a vagas feltételt
eleg csak an.  oszlop-vagasokra megkovetelni. Oszlop-vagason olyan

vagast értunk, amelynek minden éle vizszintes.

1.2.1.TETEL. (a) [Frank 1981]] Ha T-nek legalabb egyik sarokpontja
nem terminal j)on!,, es minden terminal par egyik tagja T fels8, a
masik tagja T also hatarolo szakaszan van, vagy (b) [Abos-Frank-
Tardos [1981] ha letezik legalabb egy terminal par, amely a felsd
(vagy az also) hatarolo vonalon van, akkor az éelidegen probléemanak
akkor es csak akkor letezik megoldasa, ha semelyik oszlop sem
valaszt el m-nel tobb terminal part.

BIZONYITAS. 1t csak az (a) reéeszt bizonyit juk. A (b) rész konnyen
visszavezethet8 (a)-ra. Tegyuk fel, hogy T négy sarokpontjanak a
koordinatai  A=(1,m), B=(n,m), C=(m,!) és D=(1,1). Valamely i
terminal parra U(i) és L{(i) jelolje az i fels8d illetve also tag janak
x-koordinatajat. Ha nem okoz félrecrtest, akkor egy P pontot az

X-koordinatajaval fogunk jelolni.

Feltehet jitk, hogy m éppen az oszlopok maximalis 3§  terhelésével
egyvenld. m szerinti  indukcioval dolgozunk. Az. m=1 eset trivialis,
gy feltesszik, hogy m>1.  Tegyiik fel tovabba, hogy a négy sarokpont
kozul A szabad.

Feltehet juk, hogy nem léetezik olyan i terminal par, amelyre
Uti)=t(1), vagyis, hogy nincs trivialis ut, mert kilonben kdssiik
ossze a kel vegpontot egy fiigg8leges uttal és négyzetracs megfeleld
fuggBlegesdét torol jik el. Az uj, kisebb feladatban az oszlop



feltetel tovabbra is fennall eés A is szabad.

Az  algoritmus m fawnisbol all. Minden egves fazisban mind a
vizszintes vonalak szama, mind a maximalis oszlop terhelées eggyel
fog csokkenni. Az els8 fazist fogjuk részletesen leirni és elemezni.
Fnnek outputja egy olyan U (i) (i=1,...,k) sorozat less, amely azt
mond ja  meg, hogy az i—-edik ut hova menjen a fels8 vonalon.
U (i1)=uU(i) azt fogja jelenteni, hogy az i-edik Ot fuggBlegesen
lefele indul.

Ahhov, hogy az algoritmus illetve a bizonyitas helyes legyen, az
U'{1) sorozatot olyképpen kell meghatarozni, hogy a2z indukcios
felteves fennall jon az U (i), L(i1) terminal parokra (i=1,...,k) azon
T téglalapra  vonatkozoan, amely T-bBl a fels8 hatarold vonal
eltoriesével adodik. Mas szavakkal az uj maximalis terhelésnek i-nek
kell lennie, ¢s T egyik sarokpontjanak szabadnak kell lennie.

Az ol jarasnak az a tulajdonsaga, hogy a fels8 sarokpontok valtakozva
svabadok. Az 1 otrol azt mondjuk, hogy balut ( jobbut), ha U(i)> L(1i)

(UCi)<n(i)). lLegyen X 65 ¥ ket pont. az AB szakaszon, melyekre X<Y.
Tegyuk fel, hogy X szabad. Az algoritmus alaplepese az XY-on valo
eclemi balra tolas. Iz egyetlen balutra mondja meg hogy hova menjen
az. XY svzakaszon. Nevezetesen, dontsitk el, hogy van-e olyan 1 balnut,
amelvre X<U(i)<Y, es ha igen, akkor valasszuk ki azt, mondjuk j-ét,
amelyre 1,.()) a lehet8 legkisebb. Amennyiben nincs ilyen balut, azt
mond juk, hoygy az elemi balra tolas lires. Legyen U'(j)=X, ha L(j)<X

es U (g)=max(Z: X<Z<L(j), (Z,m) szabad, ha L(j)>X.

Figyel jitk meg, hogy U'(j) definicioja jogos, mert X szabad. Tovabba
J trivialissa valik a kovetkez8 fazisra amennyiben Z=L{(j) és jobb-
utta, ha 7<l.(j). Ez utobbi esetben a 7 és L(j) kozotti oszlopok
terhelese cgpgyel megnd.  EKzentul, a j minimalis valasztasa folytan, a
fels hatarolo vonalon a Z+1, Z+2,...,L(Jj) pontok mindegyike _jobbut
vegpont ja.

Az XY svakaszon torténd balra tolas tobb utra mondja meg hogy hova
menjen av. XY szakaszon. Nevezetesen, alkalmazzunk el8szor egy elemi
balra tolast XY-on es tegyiik fel, hogy j lett balra mozgatva. Ekkor
az X' =U(j) pont. szabadda valt a fels8 hatarolo vonalon.
Alkalmazzunk most ismet egy elemi balra tolast az X'Y szakaszon,
majd ismetel jik az el jarast egeszen addig, amig az aktualis elemi
balra tolas idres nem leswu. Az jobbra tolas definicioja analog a

balra tolaséval.,

Az els8 faris ket reszb8l all. El8szor alkalmazunk egy balra tolast
a7z egésy AB szakaszon. A masodik részben az AB minden olyan XY
maximalis resz-szakaszara, amely az els8 részben nem lett uttal
tefedve definial juk V' =max(Z: X<7Z<Y, (Z,m) szabad). Minden igy
keletkez XY -re alkalmazzunk egy jobbra tolast.



Fzzel arz algorilmus els8 fazisanak leirasat be is fejeztik. Minden
olvan ) utra, amely az els8 fazis balra illetve jobbra tolasaiban

nem szerepelt, legyen U ' (j):=U(j).

Ahhow, hogy  az algoritmus helyessegeét igazol juk, el8szor is
figyel jiuk meg, hogy U (1)#U'(j) amikor i#j, és az AB szakaszon
definialt reszutak eéelidegenck. Igaz tovabba, hogy az esetleg

keletkeszd trivialis utak eltorlése utan a jobb fels8 sarok szabad
lesy. Bizonyitsuk most  be, hogy a maximalis terhelés eggyel

csokkent .

Tetsvz8leges oszlop terhelese 0, +1 vagy -l-gyel valtozottl.
Tekintsiuk e¢l8szor azokat az oszlopokat, melyek terhelése eggyel
megndtt . kz csak az els8 részben kovetkezhetett be, ha valamely XY-
on torténlt elemi balra tolas soran L(j)>X és L(j)>7Z fordult el8.
Mint mar emlitettik, ilyenkor Z és L(j) kozott valamennyi oszlop

terhelese eggyel novekedett .

1. ALLITAS. A Z es L(j) kozotti oszlopok eredeti terhelese
legfel jebb -2 lehetett.

BIZONYITAS. Miutan az (L(j),m) és az (L{(j),1) pontok rendre egy
jobb- 65 egy balut vegpont jai, kapjuk, hogy c(L(j)-1,L{(j))=
c(L(j),L{j)+t)-2< A-2, ahol c(S,S+1) jeloli az S és S+1 kozotti
oszlop terhelosct. Tudjuk, hogy a a fels8 vonalon a Z+t,...,L(j)
pontok mindegyike balut vegpontja, ezért c(7,2+1)< c(Z+1,7+42)<...<
clLlj)-1,{j))< 35-2, amit allitottunk. §

gy olyan oszlop terhelése, amely elvalaszt valamilyen balutat,
egpgvel cusokken az elsd fazis els8 részében. Igy csak a masodik rész
XY syakasvaival kell foglalkoznunk. Emlekezzink az Y definicio-

jara.

2.ALLITAS. Az Y es Y  kozotti oszlopok (valtozatlan) terhelése

BIZONYITAS. Minden Y' @és Y kozotti Z-re a (7,m) pont jobbut
vegpontija cs ezért oY YV 41)< (Y #,Y #2)<. . < e(Y-1,Y). Az (Y,m)
pont credetileg svzabad volt. lgy az Y-ra harom lehet8segunk van.

(i} Y=B, vagyis Y a T téglalap jobb fels® sarka. Ekkor c(Y-
1,Y)<1<m=%,
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(ii) (Y,1) balut végpontja, amikor is c(Y-1,Y)<c(Y,Y+1)<y,

(iii) (Y,1) nem baltt végpontja és Y<n. Az 1. allitas szerint
c(Y,Y+1)< -2, Mivel c(Y-1,Y)<c(Y,Y+1)+1, az allitas kovetkezik.B

3.ALLITAS. X es Y kozotti tetsz8leges oszlop uj terhelese legfel jebb
y-1.

BIZONYITAS. Tegyuk fel indirekt, hogy a (Z,Z+1) oszlop {X<7<Y")
megsert i az allitast. Fkkor a (7,7+1) oszlop eredetileg 3} jobbnt
végpont jail szeparalta. Ha ezek koziil barmelyikre U(i)>X all, akkor
az algoritmus els8 fazisanak masodik részében egy ut. keresztezte a
(7,741) oszlopot, igy az uj terhelése kisebb, mint 3 volna, szemben

az. indirekt felteveéessel.,

A masik esetben U(i)<X Ltefjesiul mind a 3 darab Jobbitra, amelyet
(7,741) elvalaszt. Most X nem lehet A és (X,m) balat végpontja, mig
(X, 1) nem az.  Ezért co(X-1 yX)>c(Z,7+1)=7, ellentmondas.B

Av Al litasokat bebizonyitva, a tétel bizonyitasa is tel jes.BHEB

Algoritmikus szemponthdl a fenti el jaras nyilvan polinomialis ide jil.
a van olyan fugg8leges vonal, amelyen nincs terminal pont, akkor
ezt kitorolhet jik a négyzetracsbol, mivel ay oszlop feltételt ez nem
befolyasol ja. lgy feltehet8, hogy m<k, n<2k. Nemi iigyeskedéssel
cgy fazis O(k lepésben végrehajthato, és igy a teljes algoritmus
futasideje O(k )-tel becsiilhet8.

Természetesen vet8dik fel a kérdés, mi mondhatd, ha a tételben az
extra kikotesek nem tel jesiilnek, vagy meég altalanosabban, ha a ter-—
minalok a T keriiletén tetsz8legesen helyezkedhetnek, esetleg még a
terminalok kulonboz8séget sem megkovetelve. A kovelkezd fejezet ad

valaszt majd erre a kérdésre.

Most. megvizsgalunk egy iranyitott grafokra vonatkozo esetet, amikor
az iranyitolt vagas feltétel elegend8nek bizonvul. A bevezetB8ben
emlitettik, hogy az élidegen Ut probléma az iranyitatlan esetben még
akkor is NP-teljes, ha mindbssze két kiil onboz8 terminal par van, azaz
a H igénygraft a 2Kz‘b81 parhuzamos élek hozzaadasaval keletkezik.

I'smert azonban Rothschild és Whinston tétele 11966, amely szerint
ha G+H Kuler graf, akkor a vagas feltétel elegendd is. Az iranyitott
esethen rosszabb a helyzet, mint az iranyitatlanban, mert itt mar a
k=2 escet is NP teljes. Mégis, a Rotschild-Whinston tétel diranyitott
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ellenparja érvenyben marad,

Fo202 TETEL [ Feank 1989 Tegyuk fel, hogy G+l iranyitott LFuler graf,

es H k. darab t —t81 s -be vezet8 parhugamos el1b81 all (i=1,2). Az
1 1 1

elidegen ot problemanak akkor es csak akkor van megoldasa, ha
teljesul az iranyitott vagas feltéetel.

BIZONYITAS. Legyen G+#H minimalis ellenpélda. Jelol jik a terminalok

halmazat T-vel. Menger tételéb81 adodéan kl>0, k2>().

A bizonyitashan alapvet8 szerepe van a { befok fiiggvény szub-
modularitasanak. Valojaban a ©-ra vonatkozbéan a kovetkez8, a szub-
modularitasnal pontosabb osszefiiggés az, amit hasznalni fogunk.

-
'

(1.2.1) ooAX) o+ :'(‘(Y) = }Z(‘(XUY)O y"(‘()(:‘ Y)+ d(X,Y).

v, rogton lTathatd, mert  minden lehetséges élnek a két oldalhoz

ugyvanaz a huzzajarulasa.

Legyen uv s ut. G-nek kot éle. Ezen két 31 Jleemelése az a milvelet,
amelyben a kit 411 helyettesit jak az vt Fllel. Az {vu,ut} élpart
leeme Thetdnek mondjuk, ha leemelésiik nem rontja el az iranyitott
vagas feltetelt. Mivel G+H minimalis ellenpélda, koénnyen lathato,
hogy semmilyen élpar nem lehet leemelhetd.

Egy X ponthalmazt kritikusnak mondunk, ha ;C'(‘(X)=:§"(X).

1.ALLITAS. Ha X kritikus, akkor komplementere is az.

BIZONYITAS. Mivel G+H iranyitott  Euler graf, fennall, hogy

‘,(‘(x)y “(X): .‘(‘(X)%”(X), amib8l az Allitas kovetkezik.B

2.ALLITAS. Ha X,Y kritikusak, akkor dH(X,Y)gd(,(X,Y), es itt akkor es

csak akkor van egyenl8seg, ha mind X'V és XY kritikus.

BIZONYITAS. (1)-bB81 ¢és az iranyitott vagas feltételb8l azonnal



4 ik, : Y ) —i T o Y )=p & " V) - =
1d8d i hogy )-G(X Y) _“(X Y) + ,LG(X Y) !-"(X Y) dG(X, ) dH(X,Y)

e X = e X + E
G( ) H( ) }(}
kovetkezik. &

(y) - F'"(Y) = 0 + 0, amib8l az Allitas

3.ALLITAS Ha X, V kritikusak, akkor dﬁ(x,?)gd%(x;i), és itt akkor és

csak akkor van egyenl8seg, ha mind X-Y és Y-X kritikus.

BIZONYITAS. Alkalmazzuk a 2. Allitast X és Y-ra. Az 1. allitas
alapjan cz megtehet 8.8

4.ALLITAS. s t. G-nek nem éle (i=1,2).
1

BIZONYITAS. Ha mond juk e:slt1 €l volna G ben, akkor toroljiuk el az

e elt és oy "Igl igényelt., A keletkez8 G’ és H' -re az irvanyitott

vagas fellotel tovabbra is fennall, és G +H' Kuler—féle. Mivel G+H
minimalis ellenptlda volt, G -ben a kivant utak leteznek. De ezek
az st éllel, mint s-b81 t-be mend uttal egyutt azt mutatjak, hogy
G+H nem ellenpelda, ellentmondas.B

5.ALLITAS. T#V.

BIZONYITAS. lLegyen indirekt T=V. Mivel k'>() es aw slt,l el nincs G-
ben, van ket &1 G-ben, slx és xy, melyekre Sl, x, y kulonboz8k. E

ket ¢l nem emelhet8 le, azaz létezik egy olyan kritikus A halmaz,
amelyre x- A, s],y-ZA. Mivel E(‘(A)>() és A kritikus, ezért j:*”(A)>0.
x

Hasonlokepp ,'“(A)>O. Ezért t s  kilép A-bol, mig t belép A-ba.

... S
11 22
A 4. Allitas szerint t,l nem lehet x. gy szukseégképpen y:t,2 és

X‘:sz, cllentmondva a 4. allitasnak. 8

Mivel G osszefiugg8, létezik egy olyan u=V-T csiucs, hogy us—E valamely
s=T-re. A bizonyitas kulcsa a kovetkez8 lemma. EbbB1 a tétel mar
kovetkevik.

LEMMA Van olyan vu-E el, hogy a (vu,us} elpar leemelhetd.



BIZONYITAS. Tegyiitk, fel, hogy s=t (a tobbi lehet8ség analdg modon

1
kevzethet8) . Ha nem létezik kritikus su halmaz, akkor tetsz8leges wvu
Cl megtesyi, Tegyuk e18sz6r fel, hogy egyetlen nem b8vithetd
kritikus su-halmaz van, és Jelol jik ezt X-szel, Azt allit juk, hogy
van egy vu_l &1, amelvre vZX. Ellenkez8 esetben ugyanis FG(X+u)<
'U(X): ”(X)m 5”(X+u) tel jesiilne, szemben az iranyitott vagas
feltetellel. Most viszont a {vu,us} élpar leemelhetd.

Kovetkez8leg  tegyilk  fel, hogy van kett8 nem b8vithet8 kritikus
su-hatlmaz. Legyenek X és V. Mivel ag uniojuk nem kritikus, a 2. és
3. allitasok szerint dH(X,Y)>0 és dH(X,Y)>O. Mivel tlEXfY a H
ketféele Cle koziil  csak tzsz tud dH(X,Y)—hoz hozzajarulni. Ebb81
X harom nem b8vithet8 kritikus

kifolyolag nem létezhet X X
y 24 1’ 2 3
sii-halmas, mert okkor az ::?1 > elnek kellene osszekotni az X -X . és
A A ! J
X -X. halmavokat ay i, es J mindharom lehetséges 1<i<jg<3
.) I

valasztasira, ami pedig lehetetlen.

Tehat osszesen két nem bBvithet8 kritikus sti~halmazunk van, az X és

Y. Azt allitjuk, hogy van olyan vu é] E-be, amelyre vZX_ Y. Valoban,

ha ilyven &1 nincsen, akkor, léven X kritikus, .w(‘(X):() s gy ;‘(‘(Y+y)
x 1

< JP(Y) 2 .”(Y) e {”(Y+y), ellentmondasban az iranyitott vagas

feltetellel.

Most a {vu,us} élpar leemelhet8, amivel a lemma és a tetel
bizonyitasa is Lel jes.HEA

Figyel jik meg, hogy az 1.2.2. tételbd] levezethetd8 Rotschild és
Whinston tétele (amely szerint, ha G+ iranyitatlan Euler graf, és H

s os 'I valamint SZ es Lz kozotti parhuzamos élekb81 all akkor az

elidegen utprobléma megoldhatosaganak szilkséges es elegend8
feltétele a vagas feltétel,) Valoban, Ford és Fulkerson [1962] egy
tetele szerint egy vegyes graf (azaz iranyitott és iranyitatlan
eleket  egyarant hasznal o graf) iranyitatlan éleit akkor és csak
akkor lchet gy megiranyitani, hogy a keletkez8 immar teljesen
iranyitott graf FRuler-féle legyen, ha minden c¢sics paros sok
(iranyitolt vagy iranyitatlan) éllel szomszedos, tovabba minden vagas
legalabb annyi iranyitatlan &1t tartalmaz, mint a két iranyban men8
iranyitott elek szamanak kiilonbsége. (Ez a tétel konnytl
kovetkezménye a maximalis folyam minimalis vagas tetelnek).

Alkalmarzuk marmost ezt a tételt arra a vegyes grafra, amely G+H-bdl
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keletkezik ugy, hogy H éleit t]—h8| S‘—bo illetve Lzmbﬂl s?—be

iranyit juk. A vagas feltételb81 addédéan a Ford Fulkerson tétel
fetteteleir  teljesiilnek, igy G élei megiranvithatok ugy, hogy G+H
iranyitott EKuler graf legyen. Az iranyitatlan vagas feltétel
implikalja az iranyitott vagas feltételt a kapott iranyitott grafra,
o5 igy az 1.2.2. tetelb8l Rothschild-Whinston tétel kovetkezik.

A Rothschild-Whinston tetelnek ismeretes aw M.Lomonosovtol és

P.Seymourtol szarmazo kiterjesztése, amely szerint ha G+H EKuler graf

es Il vagy K1 b81 (tel jes négyes) vagy C_-b81 (6t hossza kor) vagy
‘ 5

ket csillagbol all el8 parhuzamos élek beiktatasaval, akkor a vagas
feltetel még mindig eclegend8 (tovabba nincs is mas H  mintgraf,

amelyre az allitas érvénves volna). Kerdes, hogy a 2. tételnek nem
letezik-¢ hasonld kiterjesztése. Tal nagy reményeink nem lehetnek,
mert  a kovetkez8 példa szerint az  iranyitotlt vagas feltétel mar

akkor wem elegendd, ha csak két terminal par van, de egy terminal

par kozott vezethet mindkét iranyban igényél.

2.1. Abra

Nincs azonban minden veszve. Nevezzink egy iranyitott grafot
csillagnak ha vagy minden éle egy pontba megy vagy minden éle egy
ponthol indul. A 1.2.2. tetelbBl egyszerll elemi konstrukciéoval
levezethetd a kovetkez8.

1.2.3 TETEL Legyen G+H iranyitott FEuler graf és H alljon ket csillag
egyvesitesebdl. Ekkor az iranyitott vagas feltetel szukseges eés
elegendd az iranyitott elidegen utprobléma megoldhatosagahoz.BEE

kgylfajta ertelemben a tételben szerepl8 H a lehetd legaltalanosabb.
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Nevezzunk egy iranyitott H grafot megfelel8nek, ha G+H-ban az
iranyitott vagas feltétel clegend8 az iranyitott eélidegen Utprobléma
megoldasahoz minden olyan G grafra, amelyre G+H iranyitott Euler
graf.

1.2.4 TETEL H akkor es csak akkor megfeleld, ha ket csillag
egyesitese.

BIZONYITAS. Az 1.2.3. tetel az "akkor" reéssz. A "csak akkor" irany
bizonyitasara tekintsiik az alabbi aAbran lévd ot peldat

;
o<

’ 3

2.2.abra

Ezekben az  iranyitott vagas feltétel tel jesiil, de a keresett

¢lidegen utak mégsem léteznek. Sziikkségképpen, ha egy H graf
alkalmas, akkor nem tartalmazhatja részgrafként. a  szerepld 6t
igenygraf egyikét sem. Konnyll gyakorlat belatni, hogy ekkor H

szitkségkeppen két csillag egyesitése. BB

Bar a 1.2.3. tétel a megfelel8 grafok leirasat adjak, mégsem lehetiink
teljes mértoekben elégedettek. Ugyanis a fenti példak mindegyikében
egy nagyon termeszetes szitkséges feltétel nem tel jesiul:

FEDESI FELTETEL Igényelek tetsz8leges F' reszhalmazira a megfeleld
G-beli utakat lefogo G-beli élek minimalis szama legalabb az
I elemszhma.

Az iranyitott vagas feltétel ennek nyilvanvaléan specialis esete.
Erdekes médon iranyitatlan esetben a vagas feltétel és a fedesi
feltétel ckvivalens egymassal. Iranyitott esetben azonban a fenti
paldak mutal jak, hogy a fedési feltétel lehet ténylegesen er8sebb.
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Tovabbi kutatasi feladat olyan eseteket talalni, ahol a fedési
feltetel clegendd.
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1.3. A PARITASI FELTETEL L.

Az 1.2, fejezetben két olyan esetet vizsgaltunk meg, amikor a vagas
feltetel clegend8 volt. Mostani célunk egy uj sziikséges feltétel
bevevetose, valamint, specialis esetek bemutatasa, amikor e feltétel
cltegendnek bivonyul.

Legyen G és H iranyitatlan. Egy X halmazt illetve a ?G(X) vagast
(G+H-ra neézve) paratlannak nevezink, ha d(‘(X)+dH(X) paratlan. A
x

kozponti megfigyelés a kovetkezl. Az élidegen Utproblémanak
tetsz8leges megoldasaban \'(‘(X)-nek paratlan sok, és igy legalabb egy

¢le nincsen hasznalva. Kz egyszerll paritasi megfontolassal rogton
lathato.

A paritasi crv szemléletesen szdlva azt Jelenti, hogy G néhany élét
nem lTehet hasynalni.  Ugyanakkor egy megoldas valamely s(X) tobbleti{l
vagasbol legfel jebb s(X) kivéetelével minden élt hasznal, special isan,
kritikus vagiasnak minden éle sziilkségképpen felhasznalasra keriil . E
Ketiranyd hatasbol kiilénfeéle er8sségll szilkséges feltételeket kever—
hetiunk ki. Példaul,

METSZET FELTETEL Ket kritikus halmaz metszete nem lehet paratlan.

A Feltetel  valoban  suikséges, ugyanis ha X és Y kritikus, akkor
minden X ¢s Y-ba 1ép8 G-beli é1 felhasznalasra keriil. Ha XY
paratlan, akkor a paritasi érv szerint legalabb egy X iY-ba lép8 &1
nem  keriil felhasznalasra. Marpedig egy X Y-ba lep8 el vagy X-be
vagy Y-ba belep.

Az 1.1 abran lathatd graf arra volt pelda, hogy a vagas feltétel
tel jesiil, de  a  keresett élidegen utak nem léeteznek. Erre
mindenesetre most altalanos magyarazatot latunk, hiszen a peldaban
nem tel jesul a metszet feltétel.

P.Seymour [1981] bizonyitotta be a kovetkez8t. Legyen G+H sikbeli
es Aalljon U két pontpar kdzotti parhuzamos élekb8l. Tegyuk fel
tovabba, hogy a vagas feltétel tel jesiil, de az élidegen Utproblémanak
nincs megoldasa. Ekkor G bizonyos élei ugy osszehuzhatok, hogy a
keletkes8 G' grafnak négy csucsa van és ebben sincs megoldasa az
¢lidegen utproblémanak. Seymour tételét kicsit finomitva belathaté,
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hogy ebben az esetben a vagas és a metszel feltétel egyitt elegend8.
A szakasy 8 ercdménye |[Frank 1988] ezt a finomitast altalanositja.

1.3.1 TETKEL  Tegyuk fel, hogy G+H sikbeli és az igenyelek G-nek
leglel jobb ket tartomanyan helyeekedneck el. Az elidegen
itproblemanak akkor es csak akkor van megoldasa, ha a vagas es a
metszet feltetel teljesul.

BIZONYITAS. A dr fuggveny szubmodularitlasa helyett a kovetkezb

1

pontosabb egyenl8seget fogjuk hasznalni. A,B_V halmazokra

(1.3.1) d{A) + do(B) = d (ATB) + d (AB) + 2d (A,B)

Svzuksogiunk less egy komplikaltabb osszefiiggésre is, amit Tardos Gabor
figvelt meg.  lLegyen a V halmaz 6t halmazra particionalva: A,M,N,X,Y.
Fkkor

(1.3.2) d(X.M) + d(YUM) + 2d(A,N) = d(X.N) + d(Y.N) +
2d(A, M) .

Mindket Osszefugges bizonyitasa annak kimutatasabol all, hogy tet-
sz8leges @1 a szobanforgd egyenl8ség ket oldalahoz ugyanannyival

Jarul hozza.

. LEMMA Tegyuk fel, hogy fennall a vagas feltetel. (a) Ha A es B
kritikus es d”(A,B):O, akkor mind A'B, mind A'B kritikus es dG(A,B)=

0. (b) Ha A es B kritikus es dH(A,V—B)zo, akkor mind A-B, mind B-A

kritikus es dC(A,V—B)ZO-

BIZONYITAS. Alkalmazva (1.3.1)-t G-re és H-ra nyerjik:

d”(A)+d”(H): dG(A)+dG(B)= dG(A’B)+dG(AUB)+2dG(A,B)2

dH(A B)+d”(A_B)+2dG(A,B)= dH(A)+dH(B)+ Z(dG(A,B)~dH(A,B)),

amibdl a lemma (a) része kovetkezik. A (b) reészt ugy kapjuk, hogy
(a)-t alkalmazzuk A és B-re. iR
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Legyen V(K) G-nek egy nem csokkenthetd vagasa és C egy tartomanyt
hatarold kore. A sakbelisdég miatt V(K) és K(C)-nek vagy 0 vagy 2
kozos ¢le van., 1 tulajdonsagot gyakran hasznal juk majd a bizonyilas
soran.

Emlékezziink ra, hogy ha a vagas feltétel megseriil, akkor egy nem
csokkenthetd vagas is megsérti. Analdg allitas érvenyes a metszet
feltetelre.

2. LEMMA Tegyuk fel hogy a vagas feltetel teljesul G és H-ra
vonatkozolag, de a metszet feltetel nem. Ekkor leteznek olyan S es
T halmazok, melyek megsertik a metszet feltetelt és mind Y(S) mind
Y (T) nem csokkenthetd vagasok.

BIZONYITAS lLegyen S és T kit olyan halmayg, amely megsérti a metszet
feltetelt, ¢s amelyekre k(S) +k(T) minimal is, ahol k(X) a G-Y(X)
komponense inek s amat jeloli., Megmutat juk, hogy L(S) nem
csokkenthetd vagas. Valoban, ellenkez8 esetben S és V=S egyike
legalabb,  mondjuk S, felbonthato kébt nemiures S'és S" halmazra
melyekre d(:(S',S"):(). Mivel %(S) kritikus, %(8') and Y(s") is

kritikus.

Tovabba d(‘+”(f;' T) es fi(‘+}l(S"”I‘) koziil pontosan egy, mondjuk az els8,

paratlan. Ezért. S8 ¢és T szintén megsérti a metszet feltételt.
Azonban  kinnyen  lathato,  hogy k(S )<k(S), ellentétben S and T
minimalis valasztasaval. BE

Terjink most rad a tétel bizonyitasara. A feltetelek sziikségességet
ITattuk mar. Av. elegend8ség bizonyitasahoz indul junk ki egy mint-—
matis GtH cllenpéldabdl ., Ikkor G 2-6sszefiigg8, mivel kiilonben a

probléma konnyen felbonthatod Kisebb problémakra.

Tegyuk fel, hogy a terminal parok a C1 es ()2 tartomanyokon vannak, és
hogy (7] a kiils8 tartomany. Mivel G 2-0Osszefiigg8, minden tartomanyt
kor hatarol. Nem fog =zavart okozni, hogy nem tesziink kulonbseget

egy tartomany és az azt hatarolé graf-kor kozott.

Fgy igényelt  illetve két veégpontjat nevezzik I-es illetve 2-es
tipusunak annak megfelel8en, hogy a Cl illetve a C2 tartomanyon van.
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Mivel G+l sikbeli, léteznek P° és P" bels8leg diszjunkt részutak a
(‘l koron ugy, hogy a P’ s’ L' végpontjai és a P" s" ) L" vegpont jai 1-

es tipusnak és PT, P" egyike sem tartalmaz a belsejében l-es tipusil
terminalt. (Az el8fordulhat, hogy {s',t }={s",t"}.)

Torol juk G-bBL a P’ &leit, s torol jiink H-bol egy s’ és t' kozotti
igenyelt (vagyis G+H-bol torliink egy kort). A kapott grafokat
Jjeloljuk G itl., H -=vel. Definialjuk G"-t és H"-t analég modon.

3.LEMMA A vagas feltetel (G ,H ) es (G",H") kozul legalabb az egyikre
fennall.

BIZONYITAS. Ha G'es H -re nézve nem tel jesul a vagas feltletel, akkor
letezik egy kritikus KLV halmaz, amelyre K és V-K is G-nek osszefiggd

reszgraf jat fesziti. Fkkor tehat \_(‘(K) is G-nek nem csokkenthetd8
vagasa. zért, PYoes \(‘(K)-vnnk legfel jebb kot kozos ele van. Mivel

a vagas feltétel teljesiul K-ra és H-ra nézve, T(‘(K) nem valasztja el

av. s cso U pontokal & s(K)<l. Feleserélve K o 6s VoK szerepét, ha
szitkscges, fellehet juk, hogy s’ L' ZK és KivV(P')#4. P’ valasztasa
szerinl, Y (K) nem valaszt el |-es tipusu terminal part. Kihasznalva,

hogy d(‘(K)\?. (mivel G 2-osszefuggd) és hogy s(K)<l, lathatd, hogy
L(K) elvalaszl egy 2-es tipusu Lerminal part.

Hasonldan lathato, hogy ha a vagas feltetel nem tel jesiill a G" és H"-
ra nezve, akkor van egy olyan LV halmaz, amelyre s(L)<1l, s",t"ZL,

L V(P")#8 és |, elvalaszt egy 2-es tipusu terminal part.

Mivel mind K, mind L tartalmaz Czﬂrﬁl pontot, a sikbeliseg miatt s’

os {il nem lehet G- (K. L)-nek ugvanabban a komponensében.
Nyilvanvalo, létezik (Il nek olyan Q részal ja, amely osszekoti s’ -t

az s" ¢s  t" valamelyikével, mondjuk s"-vel Ggy, hogy Q@ és KJL
disy junktak. Avzaz. s os s" G-(K. I,)-nek ugyanabban a komponenseben
vannak ., Ily modon V- (K. 1.) particionalhatéd A és N halmazokra gy,
hogy s ,s"=N, t L, L"=A  es dG(A,N)zo. Bevezel juk a kovetkezd

_}(‘lolési: M:=K ]1, X::K‘Il, Y:=L-K.

ALLITAS d”(A,M) es d”(N,M) kozul legalabb az egyik nulla.

BIZONYITAS. Tegyik fel hogy d”(A,M)>(). FEkkor van egy olyan (Sl’tl)
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terminal par, amelyre t]EM és SIEA. Mivel M“V(C])=ﬂ, a (Sl,tl)

terminal par 2-es tipusu. Hasonloképp, ha dH(N,M)>0, akkor az

(Sz’tz) terminal par 2-es tipusu és tzEM és SZ:N.

V(K) és E(Cz)—nek nincs kozos éle. Mivel tl és tz K-ban van, de Sl

és s, nincs, G+H sikbelisége folytan e négy csucs ciklikus sorrend je

CZ mentén tl, t2' gl, sz.
Mivel Y (L) és E(Cz)~nck nincsen kozdés éle, fennall, hogy tl,t2§L es
sl,SZZL. Ebb8]1 lathaté, hogy Cz—nek az s, es s, kozotti t1~eL nem

tartalmazo teljesen G-(K.'L)-ben van. De ez lehetetlen, mert S]EA,

SZEN es dG(A,N)TO. ¥

Az allitas nyoman feltehet jitk, hogy mond juk d"(A,M) nulla. Azt mar
tudjuk, hogy dP(A,N):O és d"(A,N)>0. (1.3.2)-t alkalmazva G és H-

ra, nyerjuk a kovetkezBt:

2=141> s(X_ M)+s(Y. M)= s(X./N)+s(Y.IN)+ ZIdC(A,M)-d"(A,M)]— 2[dC(A’N)_

d"(A,N)]: s(X_ N)+s(Y.IN)+ ZldG(A,H)+dH(A,N)]> 0+0+ 2[0+1]= 2.

Ebb81 adodoan végig egyenlBségnek kell tel jesiilnie, és specialisan

s(K)=s(L)=1, s(XUN)=s(Y./N)=0, dG(A,M)zo, dH(A,N)=1. Az is
kdvetkezik, hogy egyetlen 1-es tipusu igényeél van. Szimmetria
okokbol feltehetd, hogy egyetlen 2-es tipusua igényel van.

Ezérth(K):2=dG(L) és dH(K)=1=dH(L). (Ez azt is jelenti, hogy G-be

a K-at elhagyd két é1 a C1 és a C2 koroknek kozos éle)

Most M=K L-nek iiresnek kell lennie, mert ha M-ben létezne v csucs,
akkor létezik K-ban haladé G-beli Ut v-b81 P'-hdz. De ilyen 4t L-et
csak olyan ¢l mentén hagyhatna el, amely nincs Cl—ben, és ekkor

dG(L)33 volna. Latjuk tehat, hogy K=X és L=Y.

Miutan M iires, dH(N,M)ZO. Ezért (1.3.2) alkalmazhatd az A és az N

szerepenek felcserélésével. Azt kapjuk, hogy Y./A kritikus. Legyen
S=:V-(Y.A) (=X_N) és T:=V-(Y.N) (=X_A). Most S és T megseérti a
metszet feltetelt, hiszen S és T kritikus, K=SIT és dG+H(K)=3, ami

paratlan szam. %8
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A 3. lemma alapjan feltehet jiik, hogy a vagas feltétel érvényes G’ és
H' -re nézve.

4.LEMMA A metszet feltetel érvenyves G és H -re nézve.

BIZONYITAS. Tegyuk fel , S és T megsérti a metszet feltételt a @' es
H -re nézve. A 2. lemma szerint feltehetjik, hogy S, Vv-§, T, V-T
mindegyike G’ -nek osszefiiggd részgrafjat fesziti. Ezért VG(S) és
?G(Tﬁ nem csokkenthetd vagasok és mindegyikiiknek legfel jebb ket
kozos éle van E(Cl)—gyvl.

ALLITAS Y (S) es V(T) elvalaszt l-es és 2-es tipusu terminal part is.

BIZONYITAS. Ha S és T kritikus és dG’"(SIT) paratlan, akkor
dG+H(S—1ﬂ is paratlan. Ezért sem ST sem S-T nem lehet kritikus.
Az 1. lemma szerint d"(S,T)>0 és dH(S,V—T)>0. Ezért vannak (sl’tl)
és (sz,tz) terminal parok, melyekre SIES~T, LlET~S, SZESﬂT,
tZZV“(S'T). Ezen két terminal par nem lehet ugyanolyan tipusu.
Valoban, legyen mondjuk mindkét terminalpar l-es tipusu. Ha sy és s,
nincsen a (% mentén a tﬁA és tz altal elvalasztva, akkor $(T) és
E(Cl)~nek 2-nél tobb kozoés éle van. Ha Sl és s, el van valasztva t1

és Lz altal, akkor Y (S) és E(Cl)—nek kettBnél tobb kozés éle van,

ellentmondas &

lla S és P -nek nincs koézoés pontja, akkor V(S) kritikus G-re és H-ra
nezve. Ha S és P' nem diszjunktak, akkor az allitas és P’
valasztasa folytan V(S) elvalasztja az s' és t’ pontokat, és ezért S
ebben az esethben is kritikus G és H-ra nézve. Hasonloképp T is

kritikus G és H-ra nézve. Mivel d (X)-nak és d__, ,(X)-nak minden
G+H G +H

X_V halmazra ugyanaz a paritasa, azt kapjuk, hogy S és T a G és H-ra
nézve is megserti a metszet feltételt, ellentmondas.il

Eddig belattuk, hogy mind a vagas, mind a metszet feltétel fennall
G+l ~re. Igy itt az élidegen Ut problémanak mar van megoldasa. De
ez a megoldas a P’ uttal egyitt az élidegen Ut problémanak az eredeti
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itH-ra vonalkozd megoldasat szolgaltatja, ellentmondva G+H ellenpélda
voltanak .BEE

A téetelnek cgyszerll kovetkezménye, hogy az adot.t, esetben ha a vagas
feltetel minden (nemtrivialis esetben) szigoruan tel jesil, azaz,
nincsen kritikus vagas, akkor az élidegen Gt problémanak van
megoldasa. A kovetkez8 E.Korachtdél szarmazd példa mutatja, hogy ez
az allitas, és ezért az 1.3.1-es tétel sem igaz, ha az igényélek G-
nek harom ablakan helyezkedhetnek el.

\\\€545 /////
b
3.2.abra

A leirt bizonyitasbol konnyen készithet8 polinom futasidejll algo-
ritmus, csupan arra kell moédot talalalni, hogy a vagas feltételt
ellenBrizzik. (A részletek [Frank 1988 }-ban talalhatok].
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1.4 A PARITASI FELTETEL I1.

Az 1.3 szakaszban foglalkoztunk azzal az esettel, amikor a G=GT graf

egy négyzelracsnak valamely T téglalap altal hatarolt resze, a
terminalok kil onboz8k es T-nek a felsd illetve az alsd
hatarolévonalan helyzkednek el. Az 1.2.1 tétel azt mondta, hogy keét
kis kiilon kikotés valamelyikének fennallasa esetén a vagas feltetel
elegendd az eélidegen atprobléma megoldasahoz. Most megvizsgal juk,
mi  torténik, ha ezen extra kikdtések nem tel jesiilnek, tovabba a
terminalok a keriiletén (avaz a @ sikgraf végtelen tartomanyan)
tetsz8legesen helyezkednek el. A terminalok kiilonboz8ségét tovabbra
1s megkovetbel jik. (Kgy keées8bbi tételben mar majd ezt is el lehet
engedni.) A szakasz a |Frank 1981, 1985] dolgozatok anyagabdl valé,

Az alabbi példa mutatja, hogy ilyen esetben a vagas és a metszet
feltétel altalaban nem elegend$.

r 2 3
2 3 1
4.1 abra

Megfogalmazunk egy er8sebb sziikséges feltételt. Legyen rl, rz,...,

rL a telitett sorok halmaza (t>0), és valasszunk ki egy tetsz8leges

c oszlopot. Hagyjuk el agw r, éleit. Ekkor ¢ baloldalan t+1 darab

komponens keletkezik.: T 500 otk
p 1’ Tt+l
|20
T t
ST
ifﬂiMwwgf 777 ~-— 1y
-+
T2 i)
=]
b%fngﬁﬁl{ —n  (ts2)
T3 L (1
H

O

4.2 abra

Jelolje qg(c) a T ., T halmazok kozul azok szamat, melyek

17 t+1
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paratlanok G+H-ra vonatkozélag.

Valamely r sorra a q(r) szamot analég médon definial juk. Tekintsiik
marmost az cgyik paratlan T, halmazt. A paritasi meggondolas szerint
i

az ¢lidegen Ut probléma barmely megoldasa legalabb egy é1t nem

hasznal T (T.)-b81. De ilyen el nem lehet telitett vagasban, igy
i

szithségkeppen a ¢ oszlopban van. Kovetkezesképp a c élei koziil

legalabb qlc) nem lesz hasznalva. Ez azt jelenti, hogy a q(c) szam

nem  mulhat ja feliil a ¢ vagas s(c) tobbletét. A kovetkez8 teéetel

[Frank 198! ]-ben szerepelt.

1.4.1 TETEL Tegyuk fel, hogy a negyzetracsban adott egy T teglalap es
annak hataran k darab, kulonboz8 pontokat hasznalé terminal par. A
T altal hatarolt GF grafban az elidegen utproblemanak akkor és csak

akkor letezik megoldasa, ha q(c)<s(c) minden c oszlopra es q(r)<s(r)
minden r sorra fennall.

BIZONYITAS. Sziikségiink van a kovetkez8 H.Okamuratol és P.Seymourtol
szarmazo tételre.

SEGEDTETEL [Okamura-Seymour] Tegyuk fel G sikgraf, G+H Euler graf es
a (nem feltetlenul kulonboz8) terminalpontok G-nek egy egyetlen tar-
tomanyan helyezkednek el. Ekkor az elidegen utproblemanak a vagas
feltetel szukseges es elegend8 feltetele.ll

A  mi GT grafunk meglehet8sen specialis, eés ilyenkor, amint az

egyszerllen cllen8rithet8, a vagas feltételt nem kell az osszes
lehetséges vagasra megkovetelni, hanem elég csak oszlopokra és
sorokra.

A tétel bizonyitasanak alapgondolata az, hogy a T keriiletén levd,
G+H-ban paratlan fokii  pontokat alkalmasan parba allitva uj
terminalparokat jeloliink ki dgy, hogy a vagas feltétel érvényben
marad jon, majd alkalmazzuk az Okamura-Seymour tetelt.

Legyenek a telitett oszlopok rl,...,rt (t>0) és a telitett oszlopok

RERREL (s>0). Az ezekben 1lév8 éleket mind kihagyva a graf
S

(t+1)(s+1) komponensre bomlik, melyek mindegyike paros sok olyan

pontot tartalmaz, amely G+H-ra nézve paratlan. Tekinlsiink egy ilyen

C komponenst és legyenek az ebben szerepl8 paratlan pontok R

T keriiletén korbehaladva ebben a sorrendben. A H

C

v A\

2 21’
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igenygrafthos vegyiik hozza a v. v, v v igényéleket, és

e, V v

127 "3°4° ToT21-1 21

minden szoban forgd komponensre végezzik el ugyanezt. . A megnovelt
igénygrafot jelolje H' .

ALLITAS. A sor és oszlop feltétel teljesil G és H' -re vonatkozdlag.

BIZONYITAS. Csak az oszlop feltételt bizonyitjuk, a sorfeltétel
szimmetrikus. Legyen c tetsz8leges oszlop. Ha c eredetileg kritikus,
akkor nem valaszt el semmilyen Uj terminal part, igy c¢ terhelése nem
ndttL, ezert H' - re nézve is kielégiti az oszlop feltevést. Tegyiik
fel ¢ eredetileg nem kritikus eés legfeljebb 2 0j terminal part
szeparal. Fkkor ¢ csak abban az esetben tudna az oszlop feltételt
megsérteni, ha a eredeti tobblete pontosan egy. De ez paritasi
okokb6l lehetetlen.

Tegyiik most fel, hogy ¢ kett8nél tobb uj terminal part valaszt el,.
Ekkor t>0 és s=0.

X2 X3 Xz Xg Xg X7 Xy Xgq
- r- -
Xy b S ~~FF- Dl  x10
s e
’z, (o L
X o ————ff— - —_
T ! , X2 T X
' L' x4
X2 K x
) l’ .
Xyt - . . X4

N

4.3 Abra

Figyel jiik meg, hogy egy, a telilett sorok elhagyasaval keletkez8 C
komponensben legfel jebb egy 0j terminal par létezhet, amelyet a c
oszlop elvalaszt, és pontosan akkor létezik ilyen, ha a megfeleld Ti

parat!lan. Kz azt jelenti, hogy a ¢ oszlop ponlosan aq({c) uj terminal
part valaszt el, és igy a Létel hipotézise alapjan az oszlop
feltétel G+H' -re nézve tel jesiil.Bll

Megjegyzend8, hogy a fenti bizonyitas igen egyszerl algoritmust is
szolgaltat az Uj parok megtalalasara, tovabba, hogy az Okamura-
Seymour teétel eredeti bizonyitasa is polinomialis idejli algoritmushoz
vezet.

Fennmarad a kérdés, hogy vajon nem létezik-e az 1.4.1 tételnek és az
Okamura-Seymour tételnck kozos altalanositasa. Tegyik fel, hogy G
sikgraf, ameclynek minden, nem a végtelen C tartomanyon 1lévl pont ja
paros foku. Tételezziik tovabba fel, hogy a terminalpontok mind C-n
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vannak.

A 1.14.1 tetelben lévy feltétel Ltermészetes kiterjesztése a
kovetkez8. legyen ¢ tetszlleges vagas. Torol jik el a ¢ vagas és agz
osszes kritikus vagas éleit. Jelolje q(c) a ¢ egyik oldalan
keletkez® Gi+H-ra nézve paratlan komponensek szamat. Ekkor q(c)<s(c)
egyenlBtlenség a megoldhatosagnak nyilvan sziikséges feltetele.
Sajnos nem elegendld, amint ezt a kovetkez8 példa mutat ja.

2,3
A

I
AT A

4.4 Abra
E feltetel egy tovabbi erBsitése azonban mar célba vezet,
1.4.2 TETEL Adott G graf es H igenygraf ugy, hogy G sikgraf, G-nek

minden bels8 pontja paros fokii, a terminalok pedig a kulsd
tartomanyon vannak. Az elidegen utproblemanak akkor es csak akkor

letezik megoldasa, ha (*) Zs(c.)>q/2 teljesul minden {cl,cz, 50 C Cl}
i

(1< Vi ) vagas csaladra, ahol q Jjeloli a G = G—cl—cz— R graf

azon komponenseinek szamat, melyek paratlanok G+H-ra nezve.

Meg jegyrések., A 4.4 abran 1lév8 példaban az alabbi  vagas c¢salad

megserti (¥)-ot:

/ \ s ‘ N 7\
1?( \ \//\// }!
\ 7 \\ /
) O\ //, A
~ \ ! /
\ \ |/ /
2 b \|/ + 03
“_\|/
- \{‘é/ :

4.5 abra
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A 1.4.1 tételben 1levd feltétel lényeges eldnye, hogy elBre igen
egyszerllen ellen8rizhet8. Ez a (*¥) feltételre nem Aall: az alabbi
bizonyitas olyan eljaraskent szolgal, amely vagy megtalalja a kivant
utakat, vagy a (*)-ot megsértd vagas csaladot.

BIZONYITAS. Sziikségesséeg. Tegyuk fel, hogy a tételben szerepl8 utak

leteznek, es jeldl jiik 8ket Pl,...,Pk~val. Jelol je (5.21,.....(5,2(l a G’

graf azon komponensei, melyek G+H-ra nézve paratlanok. A paritasi
érv szerint minden i-re, 1<i<q, Q,-nek legalabb egyik Qi_t elhagyo
i
¢le nem szerepel egyik P. uton sem. Ily modon az ilyen kihagyott
J
elek szama legalabb q/2. Masrészt ezen elek mind a cl,...,c]
vagasok valameclyikében szerepelnek, ezért szamuk nem mialhatja felil
e vagasok tobblet osszegét, ami épp (*) fennallasat jelenti.

Elegend8seég. El8szor is figyel jiik meg, hogy (%), az 1=1 esetre
alkalmazva, a vagas feltetelt magaban foglal ja. Megallapithat juk,
hogy ha cgyaltalan nem létezik paratlan halmaz, akkor az Okamura-—
Seymour tétel  alkalmazhatd, és  ekkor készen vagyunk. Feltessziik
tehat, hogy vannak paratlan halmazok, és ekkor persze vannak egyelemil
paratlan halmazok is. A téetelben szerepl8 feltételekb8l adodoan a
paratlian pontok mind a kiils8 tartomanyon helyezkednek el. Legyen

ezek halwmaza T:{a1,...a2 }, ahol az indexek a kiils8 tartomanyon
I

torténd elhelyezkedés sorrendjeét tukrozik.

A bizonyitas alapgondolata ugyanaz, mint a megelBzl tetel
bizonyitasae volt. Vagyis, a paratlan pontokat alkalmas modon
osszeparosit juk, és eczecket a parokat 0j Osszekdtend8 pontparoknak
tekint juk. A megnovelt feladatban nincs mar paratlan halmaz, igy az
Okamura-Scymour teétel alkalmazhatd, feltéve, hogy a vagas feltétel
teljesiil. Ez annyit, jelent, hogy a paratlan pontok osszeparositasa
akkor "alkalmas", ha minden vagas legfeljebb annyi uj part szeparal,
mint amennyi az eredeti tdbblete volt. Azt fogjuk kimutatni, hogy
(*) teljesiilése esetén ilyen alkalmas parositas mindig létezik.

Az A, ={a_,a

. . yeeesa .}, 1<i<j<2n, halmazra definialjuk a p_ (A, )
i,J i i+l J 1

1,J
ertéket a kovetkezBképpen: pl(A, .):= min( s(c): ¢ a G graf olyan
?

1,J
vagasa, amely elvalasztja A, . és T-A. . halmazokat.
1yJ 1,J

Megfigyelhet jik, hogy egy Ai . -t eés T—Ai 5 -t elvalaszté c vagas
y J )

tobblete ugyanolyan paritasa, mint A, | elemszama, kovetkezésképp
1,50

pl(A_ ) es A, | paritasa is megegyezik.
Ly) Ty



- 115 -

A bizonyitas kulcsa a kovetkezd lemma. A megfogalmazashoz legyen D

a T csucshalmazon definialt tel jes graf. Egy A, = {ai, a. .o
1,3

e e 2y

a.}, 1<i<j<2n, alakd nemires halmazt nevezziink ivhalmaznak. Legyen p
J

olyan nemnegativ eghéeszertéekll fliggvény az ivhalmazokon értelmezve,

amelyre p(X) és |{X| minden X ivhalmazra ugyanolyan paritasu. Az
A, ., halwmaz els8, a  eleméet jeloljik e(A, _)-vel, mig az utolsdé, a,
1, 1 1, J
elemet u(A,. )-vel.
1,

PAROSITASI LEMMA. Az alabbi ket lehet8seg kozuk pontosan az egyik
all fenn.

(i) A D teljes grafban létezik olyan M teljes parositas, amelyre
dM(X)< p(X) Aall fenn minden X ivhalmazra.

(i1) Leétezik ivhalmazoknak egy olyan F= lAl,A ,...,Al} csaladja,

2
amelyre o(A_)#n(Ai) és u(Ai)¢u(A_) és T (p(A.): Ai;?)< q/2, ahol q
i . J 1
jeloli a b ’ (KD(A,): A.=7) paratlan pontszami komponenseinek a
i i

)i
szamal. .

A LEMMA BIZONYITASA. Indirekt tegyik el8szor fel, hogy (i) és (ii)
egyszerre tel jesil. Jelolje Ql,...,Qq az (ii)-ben szerepl8 paratlan

komponensecket . Mivel 1Q.| paratlan, M-nek paratlan szami éle lép ki
J

bel8le, és igy legalabb egy. Kovetkezésképp M azon éleinek szam,
melyek valamely Q -b81 kiléepnek, legalabb q/2. Masrészt ez a szam
3

nem lehet nagyobb mint Z(p(A ): A =F), és igy (i) és (ii) nem allhat
i i

fenn egyszerre.

Annak bizonyitasa érdekében, hogy (i) eés (ii) kozil az egyik

tel jesiil, tetelezzik fel, hogy (ii) nem all fenn. Ket esetet
kilonboztetiink meg.

1. eset. Tegyiuk fel, hogy p(A)>0 minden A ivhalmazra. Allitjuk,
hogy ekkor a kézenfekvl M:={(a[,az), (aa,a4),..., (aZn—l’aZn)}
parositas kielégiti (i)-t. Valoban, ekkor dM(A)gz tel jesiil minden A
ivhalmazra. Ha dM(A)<I valamely A-ra, akkor p(A)>0 miatt

dM(A)gp(A). Ha dM(A)ZZ, akkor |Al és p(A) is paros, igy p(A)<2.
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2.eset. Tegyik fel, hogy p(A )=0 valamely ivhalmazra. Valasszuk A -t
(o]

o
minimal isnak. Ekkor A paros, es a pontok esetleges
o
Atszamozasaval lérhetd h A = 508t valamel k-ra
wLszamozasava elérhetd, ogy o {82k+1' ,dzn} y A
1<k<n.
Pefinial junk most egy kisebb parositasi problémat a 'I"={a1,...,a2k}
csucshalmazon megadott D' teljes grafra vonatkozBlag a kovetkezd p’
fiiggveny segilsegovel. A D' teljes graf valamely A, | ivhalmazara,
]
1<i<j<2k, legyen
p(A. ) ha j<k
1,7
p (A, )=
1y
min(m],mz) ha j=k
ahol m = min(p(A. ): s=k+1,...,n) és m_=min(p(A, ): s=k,...yn).
1 i,2s-1 2 i,28

Nyilvanvaloan p'(A) és [ Al egyforma paritasuak és p' (A) > 0.

ALLITAS (ii) nem allhat fenn D' es P -re vonatkozolag.

BIZONYITAS. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy 7' csalad, amely
D' s p'-re nézve kielégiti (ii)-t. Fkkor megkonstrualunk D
ivhalmazainak egy 7 csaladjat, amely D és P-re nézve kielegiti (ii)-
t. Ilyen © létezése ellent fog mondani feltevésiinknek.

Ha nincs azk—t tartalmazo ivhalmaz F ' -ben, akkor 7:=3' kielégiti
(ii)-t D és P-re nézve. Ha létezik ilyen A ivhalmaz, akkor csak egy
létezhet, &s av legyen A=A, valamely i-re, 1<i<2k. Ha p' (A, e
i,2k 1,2k
pla, _ ) valamely s-re, k<s<n, akkor F:=7"-{A, } U {a. }
i,2s i, 2k i,2s
kielegiti (ii)-t D és p-re nézve. Ha p' (A, )= pla. )- 1
i,2k 1,2s-1

valamilyen s-re, k+1<s<n, akkor F:=F —{A, } U {A. A}
i, 2k i,2s~-1" o

kielégiti az (ii) feltételt a D és p-re nézve, ezzel az allitas

bizonyitasa tel jes. ¥

Az indukcios hipotézist D' és p'-re alkalmazva azt kapjuk, hogy
D' -nek létezik egy olyan M’ tel jes parositasa, amely kielégiti (i)-t
D' és p'-re nézve. Definial juk D-ben az alabbi teljes parositast.
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M:=M'"_ {(a N aoog

2k, 2k+1 )}

a
2n-1,2n
ALLITAS.M kielegiti az (i) feltetelt a D es p-re nezve.

BIZONYITAS. M ¢és p' konstrukcidja folytan tudjuk, hogy dM(A' <

1,
p(A. ) fennall minden olyan i,j indexre, amelyekneél 1<i<2k. Olyan
1,
A, . ivhalmazokra, melyeknél 2k<i<j<2n az A minimalis valasztasa
1,0 O
folytan p(A. _)>0, amib8l d (A. < p(A. .) ismét kovetkezik.§
1,J M 1, yJ

Az allitas bizonyitasaval a parositasi lemma bizonyitasa is tel jesse
valt . 8%

Visszatérve a tetel bizonyitasahoz, alkalmazzuk a parositasi lemmat a
p:pI fuggvényre. Ha (i) tel jesul, akkor megkaptuk a paratlan pontok

keresett alkalmas osszeparositasat, és készen cagyunk. Ha (ii) all
fenn, akkor tekintsik az (ii)-t kielegit8 =:= {Al,..Al} csladot,

lLegyen ¢, olyan vagasa G-nek, amely elvalasztja az A, és T-A,
i i i
halmazokat ¢s amelyre s(c,fp](A,). Azt allitjuk, hogy a cl,...,cl
i i l K

vagasok megsértik (¥)-ot. llogy ezt belassuk, el8szor figyel jiitk meg,

hogy (' := G«cl—...—c] graf semelyik komponense sem tartalmazhat

olyan pontokat, melyek a D—Q(YD(A_): i=1,...,1) graf kiilénboz8
i

komponenseihez  tartoznak. Legyen X az utobbi graf paratlan

pontszami komponense. Az X pontjai a G’ egy vagy tobb komponenséhez

tartozhatnak, de ezek kozul legalabb az egyik, jeloljiik Y-nal,

bizonyosan paratlan sok X-beli pontot tartalmaz. Ez viszont azzal

ekvivalens, hogy Y paratlan G+H-ra nézve.

Kovetkezesképp, G -ben legalabb q darab komponens parallan G+ll-ra

neézve es ;s(ci)<q/2, ami ellentmond (*) feltételnek. Ezzel a tetel

bizonyitasa tel jes.B%%2

MEGJEGYZESEK , KOVETKEZMENYEK

A fejezetet  neéhany kovetkezménnyel és meg jegyzéssel zar juk.
Gyakorlati alkalmazasok szempont jabol (huzalozas tervezeéesben)
valosziniileg a négyzetracs modell jut a legnagyobb szerephez. Ebb81

a szempontbol a 1.4.1 tetel jelent8sége abban all, hogy segitségével
a 1.3.1 tetel kapacitasos valtozata is kezelhet8vé valik. Tegyuk



fel példaul, hogy a négyzetracs mindegyik vizszinte vonalanak eés
mindegyvik fiiggBleges vonalanak adott egy pozitiv egész kapacitasa.
Megengedett Lovabba, hogy a terminal pontok egybe essenek. A feladat
olyan osszekottetéest talalni, ahol minden vonalon legfeljebb csak
annyi Ut halad, mint az illet8 vonal kapacitasa.

Korabban emlitettiik, hogy a (*x) feltetel kozvetleniil nem
ellendirizhet!. Ezért  indokolt  olyan  csupan elegendd feltételt
keresni, amely egyszerllen kezelhetd.

1.4.3 TETEL Ha G sikgraf, az osszekotend8 pontok a kuls8 tartomanyon
helyezkednek e¢l1, minden bels8 pont foka paros es minden (nemiures)
vagas tobblete szigoruan pozitiv, akkor az elidegen utproblemanak
letezik megoldasa.

BIZONYITAS. A parositasi lemma bizonyitasanal lattuk, hogy ha p1

mindenutt svigoraan pozitiv, akkor minden tovabbi feltetel neéelkul,
mar bizonyosan létezik alkalmas parositas. Marpedig, ha minden

vagas Lobblete pozitiv, akkor a parositasi lemmabam definialt P,

fiiggvény is mindenhol pozitiv, igy a tétel kovetkezik .BEE

E tétel meglepd kovetkezménye az alabbi. Tekintsink a sikban 1év8
haromszog racsban egy harom kiilonboz8 iranya racsvonal altal
korulhatarolt T tartomanyt. A G graf legyen a T Aaltal a racsbol
kivagott resz.

S

A
/ \
/\
/
1\
/
£ X \
A y
,// \
L v/ ¥ 3 4
/ \
/l’ /
/ \
6 L M VA V 3
6 <

4.6 abra

Ekkor minden bels8 pont foka 6. Az oOsszekdotendd® pontparok a kiils8
tartomanyon helyezkednek el, és ezuttal kiilonboz8k.

1.4.4 KOVETKEZMENY A haromszogracs modellben a fenti korulmenyek
kozott az elidegen utproblemanak mindig van megoldasa.
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BIZONYITAS. Fkpgyszerllen ellenlrizhet8, hogy eselinkben minden vagasra
a vagas feltetel szigoruan teljesiil, ezért a 1.4.2 tétel alapjan
készen vagyunk.EBR

A sikgrafoknak gyakran vizsgalt specialis osztalyat alkotjak az un.
kiillsikgrafok (oulerplanar). Egy sikgrafot akkor neveziink kirlsik-
grafnak, ha csucsai egyetlen tartomanyon helyezkednek el. (A 4.3
abran lathato paldaban is G kiilsikgraf). Nyilvanvalo, hogy a 1.4.2
tételben megfogalmazott grafosztaly a kiisikgrafokat magaban foglal ja,
azaz az éelidegen utprobléma kiillsikgrafokra jol karakterizalhaté.

A 1.4.2 tételben lesrt bizonyitas az Okamura—ﬁfymour probleémat
megoldo algoritmussal otvozve egy O(lELTVE ) nagysagrendll
algoritmushoz vezet. Megjegyvezziitk, hogy a kapacitasos eset is
erfisen polinomialis id8ben kezelhetd. Ennek reszletei [Frank 1985]-

ben szerepelnek.
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2. DISZJUNKT HOMOTOP UTAK

2.1 BEVEZETES

A diszjunkt utak probléemajanak egyfajta valtozata a kovetkez8. Adott
egy G=(V,E) sikgraf, a sikba tortén8 beagyazasaval egyiitt. Tegyiik
fel, hogy G-nek ki van jelolve néhany véges tartomanya, melyeket
lyukaknak fogunk nevezni. Ezenkivil a végtelen tartomanyt is mindig
kijeloltnek tekint juk.

Az osszekotendd pontok mind valamely lyuk vagy a veégtelen tartomany
hataran vannak. Tekintsiink most egy s,t 6sszekdotend8 pontpart. Az s
és t  pontokat osszekot8 gorbéket a sikban osztalyozhatjuk annak
megfelelden, hogy a gorbék a lyukak kozott, szemléletesen szolva,
hogyan haladnak el, milyen homotépiajuak.

Két utat akkor neveziink homotopikusan ekvivalensnek, vagy roviden
homotopnak, ha az egyik folytonosan a masikba vihet8 anélkil, hogy
kozben lyukon atlépnénk. A diszjunkt homotop utak problémajaban nem
csupan az osszekotendd pontparok vannak adva, hanem minden tervezend8
utra ecl8irjuk a homotopiajat is.

Kideriil, hogy a diszjunkt homotép utak problémaja jobban tamadhato,

mint a kiindulasi diszjunkt Gt feladat. Nyilvanvaldéan meg kell
kovetelniink, hogy az el8irt homotépiak a sikban keresztezés mentesen
legyenek lerajzolhatok. Ezt mindig automatikusan feltesszik.

Ezenkiviil megfogalmazzuk a vagas feltétel idevonatkozo megfelel8jét.
Legyen adva egy G sikgraf a sikba beagyazva. Pont-dual uton egy

olyan Tl,vl,Tz,vz,...,vk_],Tk sorozatot eértiink, amelyben a vi tagok
a G csucsai, a T, tagok a G tartomanyai és v. rajta van mind a Ti
i i

mind a T‘+l Lartomanyon.
i

PONT-DUAL UT FELTETEL. Minden P pont-dual ut legalabb annyi pontot
tartalmaz, mint ahany megadott homotéopia osztaly sziikségszerllen

arkeresztezni P-t.

Altalanos sikgraf esetén a pont-dual ut feltétel még egyetlen ut
letezéseher sem elegend8. Ha azonban csak ket kijelolt tartomany
van, akkor a pont dual Ut feltétel mar elegend8:

2.1.1 TETEL |[N.Robertson és P.Seymour]) Ha csupan ket kijelolt
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tartomany van, az O vegtelen taromany ées egy I-vel Jjelolt masik, es
minden terminal par egyik tagja O-n, a masik tagja I-n van, akkor a
diszjunkt homotop utak letezesének a pont-dual ut feltetel szukseges
es elegend8 feltetele.

Valojaban a tétel érvényes akkor is, ha megengediink olyan terminal
parokat, melyek mindkét tagja vagy O-n vagy I-n van, ez azonban
konnyen belathatoan nem jelent lényeges altalanositast.

Megjegyzendd, hogy A.Schrijver legujabban teljes altalanossagban

megoldotta a diszjunkt homotép utak problémajat. Jelen célunk a
Robertson- Seymour tétel egy mas iranyu kiterjeszteése.

2.2 MAXIMALIZALAS

Az L.1.1 tételben a pont-dual ut felteteleket két  csoportba
sorolhat juk. Az els8be azok tartoznak, melyeknél a dual ut az I
tartomanyt megkeriil8 zart gorbe. Ha csak ezekre kovetel jiik meg a
dual ut feltételt, akkor a Menger tétel egy valtozata alapjan a
kiils8 k terminal pontbél létezik k diszjunkt Ut a bels8 k terminal
ponthoz. Az ilyen fajtaji feltételekre Menger-feltételként fogunk

hivatkozni. Persze nem bizlos, hogy igy a kiils8 Si terminalt a neki
megfeleld belsd t -hez kotottik, vagy ha véletleniil igen, akkor se
i

biztos, hogy a kapott Ut az eldirt homotopia jn.

A masik tipusa dual Ut, amelyre a feltétel szol, I-t koti ossze O-

val. Fkozben természetesen sokszor korbejarhat ja T-1. Az ilyen
pont-dual utakat  spiralnak fogjuk hivni és a rajuk vonatkozoé

pont-dual Ot feltételt spiral feltételnek.

Hivjunk egy pont-dual utat egyszerflnek, ha a definiald cstcs--—
tartomany sorozataban se csucs, se tartomany nem ismétl8dik.

A Robertson-Seymour tételt vizsgalva természetesen vet8dik fel a
kérdés: mi van, ha a Menger vagy a spiral feltételek megsérilnek.
Ekkor a megadott pontparok kozott maximal isan hany adott homotdpiaju
diszjunkt Ut léetezik? A tovabbiakban a G-ben valamely terminal part
a megadolt homotopiaval osszekdotd utat valaszthatbnak mondunk.

Az la.abran 3 6sszekotend8 pontpar van adva. Pontozott vonal jelzi a
megkivant homotépiat. A Menger feltétel tel jesiil, mert a harom kiils8
terminal pontbol vezethet8 3 diszjunkt ut a bels8 terminal pontokhoz.
A spiral feltétel viszont megsériil: A szaggatott vonallal jelzett
pont-dual at k¢t terminal part elvalaszt, ugyanakkor csak egy csucsot
tartalmay. lly modon nem létezhet a harom diszjunkt valaszthato ut.
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Valojaban nemhogy harom, de még két ilyen 4t sem létezik, amint ezt
ranezésscel konnyen megal lapithat juk.

2.1a.abra 2.1b.Abra
Mi ennek az oka? Az 2.1b abran harom spiralt rajzoltunk be. Ezek
egyliitt barmelyik valaszthatd utat legalabb kétszer motszik. Igy ha
azt akarjuk, hogy létezzék két diszjunkt valaszthatd ut, akkor e
harom spiralnak egyiittesen legalabb négy csucsol kellene tartalmazna.
Miutan csak harmat tartalmaznak, a két Ut nem létezhet. Az alabbi

tétel f8 tartalma az, hogy csak ilyen tipusu bajok gatolhatjak meg a
keresett szami Ut létezéset.

2.2.2 TETEL Adott egy sikgrafnak az O vegtelen tartomanya, egy
kijelolt 1 bels8 tartomanya, valamint k terminal par, melyek
mindegyikenck egyik tagja I-n, a masik tagja O-n van. Adott tovabba
az egyik terminal part osszekotd homotopia (mely a tobbi parra is mar
el8irja a homotopiat), valamint egy 1<k egesz. A megadott terminal
parok kozul akkor és csak akkor letezik 1 darab, melyeket ossze
lehet kotni 1 diszjunkt valaszthato uttal, ha barhogy veve diszjunkt
pont-dual utak egy R rendszeret, mely minden egyes terminal part

legalabb d-szer valaszt el, az R-en lév8 csucsok szama legalabb 1%*d.

BIZONYITAS. A feltétel szikségessége nyilvanvalo. Az elegend8seég
bizonyitasahoz képzel jiikk el, hogy a G graf egy henger feliiletén van
abrazolva ugy, hogy az O tartomany a hengert hatarolo egyik

korlapnak felel meg, az I tartomany pedig a masiknak.
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iorditsik végipg a hengert a sikon vizszintes iranyban. A henger egy

vegtelen csik ment.en fut vegig, A G graf lenyomata egy véglLelen G

o5

graf lesz. Az 2.la abran lévd grafbdl a 2.2 aAbran 1év8 keletkezik.

0 >

2 -

I

A tételt belatjuk elBszor az 1=1 esetre. Tegyiik fel, hogy egyik
terminal paArra sincs el8irt homotopiaju ut. Ekkor, a Robertson-
Seymour tételt a k=1 esetre alkalmazva, kapjuk, hogy barmely pontpar
elvalaszthatd egy olyan egyszerll pont-dual uttal, amely egyaltalan
nem tartalmaz csucsol. Ezen utak rendszere megserti a tétel
feltetelél az 1=1 esetben.

Térjink most ra az altalanos 1>1 esetre. Legyen P valaszthato
(egyszerll) ut a G grafban. Tekintsiik a G_ grafban a P ut egy P1

peldanyat. . Ennél kezdve, jobb felé haladva csinal juk a kovetkez8t.
Az altalanos lépésben tekintjiik a jobbra kovetkez8 terminal part és
megneérriik, hogy van-e ezt oOsszekotd ut, amely diszjunkt a mar
megkonstrualt utaktél. Ha nincs ilyen ut, a kovetkez8 terminal parra
lépiink. Ha van, vessziik az (egyértelmilen meghatarozott)
legbaloldalibb egyszerll utat, és a kovetkez8 terminalparra térink.

A 2.abra grafjan az el jaras a kovetkez8 utakat eredményezi:
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2.3 abra

ALLITAS Az igy kapott utak mindegyikenek az eredeti grafban egyszerl
ut felel meg.

BIZONYITAS. Az elsB8 P 4t a feltevés szerint egyszerll volt. A P1

utat kovet8en megkonstrualt Q] ut biztosan nem nyulik tal a P ut P

1
utan jobbra kovetkez8 G -beli masolatan. Szuksegképpen a Q1 at
eredetije a G grafban egyszerll. Most a P szerepét Q-nak adva,

lathat juk, hogy a kovetkez8 ut is egyszerll, és igy tovabb. §

Mivel a G graf veges, csak véges sok egyszerill Gt van. Igy az allitas
szerint a G _-ben egymas utan konstrualt utak kézobt biztosan lesz

ket olyan, amelynek G-beli eredetije ugyanaz. Tegyiuk fel, hogy ez

az ut P‘, tovabba azt, hogy P] az (sl,tl) terminal part koti Ossze.

Tegyuk f(el, hogy a fenti a Pl ut  kovetkezd Pi peldanya, ami a

konstrukcio soran el8all, d periodus ulan Jelenik meg, és  hogy
ekozben t darab utat konstrualtunk, ahol P]ft beszamol juk t-be, de

Pi~t nem (a 3. abran d=2, t=3). Legyenek ezen utak Pl,Pz,...,Pt.

Jelol jitk az 1d szorzatot g-val. Két esetet kiilonboztetiink meg.

1.ESET. t>q. Tekintsik ekkor a P],Pz,...,P utak eredeti G-beli
q

QI,QZ,...,Q(l megfelel8it. Mivel a Pi utak G _-ben diszjunktak, a Qi

utak olyan - AGtrendszert alkotnak G-ben, hogy G minden csucsat
legfeljebb d Gt tartalmazza kozilik. Egy ilyen dtrendszert
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d-fuggetlennek neveziink.

Akkor mondjuk, hogy két ut, P és Q a v pontban keresztezi egymast,
ha v mindkét Utnak bels8 pontja, és P-nek v-vel szomszédos két ele a
megadott sikbeli reprezentacioban elvAlasztja Q-nak v-vel szomszedos
két élet,

2.4 abra

Nevezziik G egy utrendszerét keresztezés mentesnek, ha a rendszer
semelyik ket dtja nem keresztezi egymast.

ALLITAS. - atalakithato 18y, hogy tovabbra is d-fuggetlen legyen, es
keresztezes mentes valaszthato utakbbl alljon.

LEMMA Tegyuk fel, hogy P es @ ket elidegen valaszthato ut, melyek
keresztezik egymast. Fkkor leteznek P’ es @' valaszthato utak,
melyek nem keresztezik egymast, tovabba minden pontot legfel jebb
annyiszor hasznalnak, mint a P es Q.

BIZONYITAS. Iranyitsuk mindkét Gt éleit a bels I tartomanyté6l
kifelé indulva. Ket csoporthba sorolhat juk azon v pontokat, ahol P
¢s Q keresuzlezi egymast, annak megfelel8en, hogy a v-be belép8 p-
beli es Q-beli (iranyitott) &1 az ora Jarasa szerint, vagy avval
ellentétesen  koveti  egymast. Az els8 esetet hivjuk PQ-keresz-
tezésnek, a masodikat QP-keresztezésnek.
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PQ-keresztezés QP-keresztezés

4.5 abra

Mivel P ¢és Q azonos homotopiajh utak, a PQ-és QP-keresztez8désck

szama ugyanannyi . Indul junk el a Q uton a bels8 tartomanyltdl és
tegyuk fel hogy a P-vel valo els8 keresztezés PQ tipusu. Ekkor a Q
uton tovabbhaladva lesz olyan X PQ-kereszteldés, amelyet egy Y
QP-kereszteyBdes kovet. . Tekintsiik a siknak azt a T tartomanyat,

melyet a P és Q utak X és Y kdzdtti szegmensei hatarolnak. Ha a
uton tovabbhaladunk, a Q mondjuk z-szer (z>0) belép a T tartomanyba.
Minden ilyen belépéshez tartozik egy kilépés, igy létezik egy olyan

"legbels8" X1 belépés és Y1 kilépés, hogy a P és Q utak X1 es Yé

kozott lévd szepmensei olyan Tl tartomanyt hatarolnak, amelybe sem a

P sem a Q nem lep be (és amely tartomAny nem tartalmazza a kijelolt
I bels8 tartomanyt). Cserel juk fel P és Q-ban az X. és X_ kézott

1 2
vezetd szegmensiiket.. A keletkezett P1 és Q1 utak rendre homotopak P
illetve Q-val. Tovabba Pl es Q] keresztezBdéseinek szama kisebb (2-

vel), mint. P és Q-é&, és P], Q] minden pontot annyiszor hasznal, mint

P és Q. Ezt a kikeresztezési el jarast addig folytathatjuk, amig csak

létezik keresztezeés.

Visszatérve az allitas bizonyitasara, parhuzamos élek bevezetésével

elerhet8, hogy = élidegen utakbol alljon. Ha * keresztezés mentes,
akkor - maga jo. Alkalmazzuk a lemmat, amig c¢sak van “-nek Kkét
keresztez8 tagja. A lemma altal biztositott 1j utrendszer tovabbra
is d-fuggetlen és valaszthatd utakbol all. Iz az eset csak véges

sokszor kovetkezhet be, mert a lemma minden egyes alkalmazasanal az
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osszes lehelseges GOtparra vonatkozo keresztezések szama csodkken.
Fzzel az Allitast belattuk.l

Tegyik tehat fel, hogy a q darab valaszthatd Ut “-ben keresztezés

mentes. Jelol juk ezen utakat, sorrendben QI’Q ,...,Qq~val. Valasszuk

2
ki most ezek kozil sorrendben a Ql, Qd+1'QZd+1"" utakat. Mivel
q=1d, igy 1 utat valasztottunk. Jelol jik ezen utakat rendre
R ,...R gyel

0’ 1-1

ALLITAS Az R, utak diszjunktak.
i

BIZONYITAS. Mivel a szobanforgd utak keresztezés mentesek, elég azt
belatnunk, hogy az egymast kovet8 Ri utak diszjunktak. De ez vilagos

hiszen, ha mondjuk R, és R,+1 metszené egymast valamely v pontban,
i i

akkor a Q osszesen d+1 darab 7-beli ut is

di+1' iz ’Qd(i+l)+l'
mind Aatmenne v-én (hiszen 7 keresztezés mentes) ellentmondasban
azzal, hogy 7 d-fuggetlen.§

Belattuk tehat, hogy az 1. eset teljesiilése estén a keresett 1
diszjunkt valaszthato ut létezik.

2.ESET t<q. Tekintsik a G grafnak a P1 es P; altal hatarolt reészot

es Jelol jik ezt a véges részgrafot Gl—gynl. G)—hcn a P1 es Pi

- * - ’ . P ’ «
¢’ L+l P1 utakrol tudjuk, hogy 1 es

Pi eredetije G-ben ugyanaz az ut, tovabba, hogy mindegyik Pi

kozott megkonstrualt Pl,...,P P
(i=2,3,...,t+1) ut a legbaloldalabbi olyan egyszerll ut G1-hen. amely
valamely terminal part kot ossze és diszjunkt a kisebb indexl Pj

utaktol.

Nem lehet hogy GI—ben mindegyik termindal par ossze van kotve, mert

akkor t=d*k>d*1, azaz az 1. eset allna fenn.

Képzel juk azt, hogy a Gl graf az (1,1), (1,0), (dk+1,0), (dk+1,1),

pontok altal meghatarozott zart téglalapra van rajzolva ugy, hogy a
terminalpontok kivételével minden é1 és pont T belsejében van, a
terminal pontok pedit T hataranak egész koordinataju pontjai,
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2.6 abra
/4 ‘
Szamozzuk at a terminalokat Ggy, hogy sﬁj+_=8?. Jelol juk a (j+1/2,1)
i i

pontot fj—vol, a (j+1/2,0) pontot aj—vel. Tegyiuk fel, hogy valamely

P. ut az S'+l es t,+1 terminal part koti Ossze. A P, utak "amilyen
1 J J i

balra csak lehet" konstrukcidéja folytan érvényes a kovetkez8 két
allitas.

1.ALLITAS P. barmely v pontjabol vezet graf pontot vagy élt nem
1

erint8 dual ut vagy P. .
S

egy u pontjaba vagy az fj vagy az 8j
pontha. Tovabba, ha nem az els8 eset all fenn, akkor a P. uat

vegpont jai biztosan nem az s_,t. terminalok.
J J



- 129 -

3 ot 3 + )
7o \
\
; \
= ,
~ P
e, P /T
- {
/
f
oo - ! 4
L4 /S A4 '~ . 4
Y
2.7 abra

2.ALLITAS Tegyuk fel, hogy Pi ut ag S th terminalokat koti ossze,
a Pi+l pedig az S tm terminalokat (m>h+1). Ekkor tetsz8leges j-re

(h<j<m) valamely f} vagy a pontbol (j<c<m) letezik dual ut vagy Pi
4 { &5

egy pontjaba vagy valamely’fa vagy a_. (h<d<j) pontha.

d
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2.8 abra

l.egyen marmost s az els8 terminal par, ami nincs Osszekotve.

t
g+l j+1
Ekkor van olyan C gorbe, amely valamely fh vagy ah—bbl (h>j) indul,
a Pl,...,P, utakkal pontosan egyszer metszi, méghozza az Gt egy

csucsaban, és Gl—gye] nincs mas kdzos pontja. Legyen C nek eés

P]—nek a kozos pontja az X csucs. Pi—n az X megfeleld példanyat
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jelolje X '. [smételten alkalmazva a fenti 1. és 2. Allitasok kozul
a megfeleldt, az X “~b8i} visszafelé indulva megkonstrualhatunk

gorbeknek egy olyan rendszerét, amely (i) G}—bnn elvalaszt ja
valamennyi terminal part, (ii) mindegyik P, utat pontosan egyszer
1

metszi, éspedig Pi egy csucsaban, (iii) a P, uttal X, a Pi uttal X’

1

a kozos pont ja.

2.9 abra

Tekintsiik most e gorbe rendszer tagjainak megfeleld pont-dual utak R
rendszeret az eredeti G graf sik reprezentaciojaban. R az (i) miatt
minden terminal part d-szer valaszt el és  (ii) miatt (multi-
plicitassal szamolva) pontosan t csicson halad keresztiil.

Miutan a 2. eset feltevése szerint t<ld, az R rendszer megsérti a
téetelben szerepld feltételt, igy a 2. eset nem fordulhat el8. Evvel
a tétel bizonyitasat befejeztiitk. BRE

1. Megjegyzeés. Konnyen ki lehet mutatni, hogy a tételbeli feltételt
eléeg csupan olyan R dual-0t rendszerekre megkovetelni, amelyekre a
bennitk el8fordulé pont-dual utak G minden csucsat legfel jebb egyszer
hasznal jak.

2.Megjegyzes. A fenti bizonyitas sajnos nagy mértékben nem
algoritmikus.
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3 .KORPAKOLASOK

3.1.BEVEZETO

Miutan egy nem-negat iv egéeszértekil cirkulacio mindig elBall
iranyilott korok (karakterisztikus veklorainak) nem-negativ
egészertekll linearis kombinaciojaként, Hoffman cirkulacios teétele
olyan tételként interpretalhaté, amely szikseges és elegendd
feltételt. ad arra, hogy iraAnyitott grafban létezzenek iranyitott
korok ugy, hogy minden élre az élen Athaladé kivalasztott kdrok
szama elBre megadott nem—negativ egész alsd és fels8 korlatok kozé
essek, zen eredmény egyfajta iranyitatlan ellenparjat P.Seymour
11979] adta meg:

3.1.1 TETEL [Seymour] Adott egy G iranyitatlan graf, minden eélen f(e)
also es g(e) fels8 korlat (0<f<g), akkor es csak akkor lehet G
koreihez nem-negativ valtozokat rendelni ugy, hogy minden e elre
f(e)< “(x(C): C kor es e-C)< g(e), ha minden B vagas minden e elere
f(e)<g(B-e).

(Az egésy fejezmetben végig feltessziik, hogy a szerepld grafok hurok

mentesek. )

Fontos kulonbseg az iranyitott esethez képest, hogy ott az f=g
esetben a korpakolas trivialisan mindig létezik, mig az iranyitatlan
esetben, amint az Seymour bizonyitasaAbél kideriil, épp ez az érdekes
eset. Kzxért ittt kulon is megfogalmazzuk és mostantdl csak ezzel
foglalkozunk.

3.1.2 TETEL [P.Seymour korosszeg tétele]l Akkor es csak akkor lehet G
koreihez nem negativ valtozokat rendelni ugy, hogy minden e eéelre
f(e)= - (x(C): C kor es e=C), ha minden B vagas minden e élére

(3.1.1) 2f(e)<f(B).

Kgy masik lényegi kiilonbseg az iranyitott és az iranyitatlan eset
kozott, hogy az iranyitott esetben egész kapacitasok esetén a
korokhoz rendelt valtozok is valaszthatdk egésznek, mig iranyitatlan
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esethben e¢7 nincsen igy, amint ezt a teljes négyes mutatja f=1

valasztas mellett.

Hogy az iranyitatlan esetben egész korpakolasra egy ltal ' n reményiink
lehessen, nyilvan szilkséges megkovetelniink, hogy minden c¢sucsra a
befuto ¢lek f- jeinek Osszege paros legyen. Ilyenkor azt mondjuk,
hogy f FEuler-fele. (Ebbe mindig beleértjik hogy f egesz-értekil).

(3.1.1) még Fuler f-re sem elegend altalaban, amint azt a Petersen
graf mutatja, ha f-el egy teljes parositas élein 2-nek, mig a
maradék tiz élen egynek valasztjuk. Sikgraf esetén azonban mar
kedvez8 a helyzet :

3.1.3a TETEL [P.Seymour egész korosszeg tételel Adott G=(V,E)

sikgraf, f:E‘~>Z+ Fuler- fele kapacitas. Akkor es csak akkor lehet G

koreihez nem-negativ egész valtozokat rendelni ugy, hogy minden e
elre f(e)= > (x(C): C kor es e-C), ha minden B vagas minden e elere
(3.1.1) teljesul.

A tetelt kes8bbi altalanositas cél jabél megfogalmazzuk egy ekvivalens
alakban.

3.1.3 TETElL, Fgy sik Fuler graf elhalmaza akkor és csak akkor bonthato
fel legalabb harom hossziui korokre, ha nincs olyan vagas, amelyben az
eleknek tobb mint a fele ugyanazt a ket pontot osszekotd parhuzamos
el.

Kz a tétel a fejezet egyik kiinduld pontja. A masik alapvet8
ercdmeny H.Fleischnert8l szarmazik.

Legyen G FKuler-féle sikgraf. Tegyiik fel, hogy G minden csiucsanal
adva  vannak kiilonboz8 élekb81 Allé bizonyos parok, mely parokat
tiltott atmeneteknek hivunk. Nevezzink egy kort jonak, ha nem
hasznal Liltott Atmenetet.

3.1.4 TETEL IH.Fleischner] G elhalmaza akkor es csak akkor
particionalhato fel jo korokre, ha nincs olyan ketelll szetvagas,
amely tiltott atmenetet alkot.

Megemliliink meg egy idetartozd fontos eredményt :
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3.1.5 TETEL [P.Seymour paros korfelbontasi tétele]l G FEuler-féele
sikgraf elhalmaza akkor és csak akkor bonthatod fel paros korokre, ha
G minden blokkja paros sok elt tartalmag.

E téetelek mindegyikének az ismert bizonyitasa két részbol all. Az
elsd részben kimutat jak, hogy elég a megfelel8 Allitast legfel jebb
A-fokd grafokra igazolni. Fleischner ezt az esetet egy bonyolult

technikas bizonyitassal intézi el. Seymour a 3.1.3 tétel esetén a
negyszin Lételt hivja segitségiil. Valéjaban erre nincs szukség, mert
a <4-fokia grafok esetén a 3.1.4 tétel specialis esetként tartalmazza
a 3.1.3 tételt (a parhuzamos élek legyenek a tiltott atmenetek). A
J 2.5 tetel <4 foku grafokra vonatkozo specialis esetének
bizonyitasakor Seymour felhasznal ja Fleischner téetelét, majd még egy
meglcehet8sen bonyolult érvelést alkalmazva jut célba.,

gy epgysrzerll Lritkkel szerencsére ez utodbbi bonyodalom elkeriilhet8.
Legyen G kelszer Osszefiigg8 Euler-féle sikgraf, melynek paros sok éle
van és minden pont foka legfel jebb 4. Ekkor a graf éleit meg lehet
pirossal és kékkel szinezni, hogy minden pontba ugyanannyi piros él
menjen, mint kék. Valéban, kiindulva egy adott pontbol, haladjunk a
graf egy Euler kore mentén és szinezziik az éleket felvaltva pirossal
és kékkel. Mivel paros sok &1 van, az igy kapott szinezés a kivant
tulajdonsaga lesz. Ezutan minden 4 foki csGcsnal a piros-piros
illetve a kék-kék élek alkossak a tiltott parokat. A Fleischner
tetel szerint az élhalmaz felbonthatd jo korokre. Most egy jo kor
piros—kékben alternald lesz, igy sziikségképpen paros.

Megijegyerzak meg, hogy ecgy egyszerll elemi konstrukciodval Fleischner
kimutatta, hogy a <41-foki esetben a 3.1.5 tétel is kozvetlenil
implikal ja az 8 tételét.

E kis kitéer8 utan ratérink a fejezet 8, H.Fleischnerrel kozésen
elért eredményének {[Fleischner-Frank] ismertetésére, amely a 3.1.3 &
3.1.4 téetelek kozos altalAnositasa. Megijegyerziitk, hogy e tétel
bizonyitasanal is elBsz6r a <4 foku esetre redukalunk, és ott pedig
a Fleischner tételre hivatkozunk.
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3.2. KoZoS ALTALANOSITAS

Legyen G=(V,E) Euler-féle graf. Minden v-V pontnal adott a
szomszedos elek egy T{(v) particidoja nem-iires részekre. Az T(v) egy
tagjat tiltott resznek nevezziik, mig egy tiltott rész legalabb
kételemll reszhalmarat tiltott halmaznak. A tiltott reészek halmazat
Jelolje “:= (“(v):vIVv),

kgy kort jonak neveziink, ha semelyik két szomszédos éle nem tiltott
halmaz. Hivjunk egy S szétvagast (F-re nézve) kritikusnak (P=F
miatt), ha pontosan |S}/2 elemet tartalmaz egy P tiltott részbBl.
Ha S enncl Lobb clemét Lqartalmazza P-nek, akkor nevezzilk S-et (“-re
neézve)  hibasnak (P miatt). (Egyelemll tiltott rész nyilvan  nem
Jelent scamiféle megkotést a jo kordkre.) egyszerlibb  szohasznalat
kedveert ebben a szakaszban cgy vagast széetvagasnak fogunk nevezni,
mig egy tartalmazasra nézve minimalis szétvagast hivunk vagasnak.

3.2.1 TETEL Sikbeli Euler graf elhalmaza akkor es csak akkor bonthatbd
fel jo korokre, ha nincsen hibas sgzétvagas.

Ebb81 rogton kbvetkezik a 3.1.4 tétel, ha minden tiltott részt
legfel jebb kételemllnek valasztunk. Ha viszont az egy pontbol
kiindulo parhuzamos élek  esoportjait  vesszik Liltott reszeknek,
akkor Seymour egésy kbrosszeg tételét kapjuk meg.

MEGJEGYZES. A tételben minden tiltott rész  egyetlen ponttal
lefoghatd. Kiserletezhetnénk olyan tovabbi kiterjeszléssel, amikor a
tiltott reszekre semmilyen kikotést nem tesziink (és egy kort akkor
tekintiink jonak, ha nem tartalmaz tiltott halmazt). Ekkor azonban a
természetes vagas feltevés (hogy semmilyen szétvagasban nincs a
szétvagas felénel nagyobb tiltott rész) immar nem elegendd, amint ez
a kovetkezd peldabol leolvashatd. Legyen G négy hosszu kdr, melynek
minden élet (parhuzamosan) megharomszoroztuk. Ez felbomlik 3 négyeéelll
korre, melyek élei  legyenek rendre pirosak, kékek és zdldek.
Tiltott részek legyonek az egyszind halmazok. Most minden szétlvagas
LBibatlan, mégsines jo korokre bontas. (Peldaval megmutathatod, hogy
a vagas feltétel még akkor sem elég, ha csak ket tiltobLlt rész van.
Egyetlen tiltott résznél a vagas feltétel ismét eclegend8: ez nem mas
mint Seymour télele sikgrafok utpakolasairdl).

BIZONYITAS A feltétel  sziitkségessége nyilvanvalo. Az eclegend8seg
bizonyitasahoz el8szor is figyeljilk meg, hogy a tételben eleg a



136 -

hibas vagasokat kizarni, hiszen hibas szmetvagas vagasokra torténd
particiojanal a szerepl8 vagasok kozott kell lennie hibasnak.

Legyen G={(V,E) ecgy olyan cllenpélda, amelyben fEl+iVi minimalis és
ben az cgyelemll részek szama a lehetd legnagyobb.

L.ALLITAS G 2-osszefuggd.

BIZONYITAS. Valoban, Fuler  graf  minden blokkja FKuler graf,
Tekintsiik G valamely B blokkjat ¢és a Liltott részek  B-re valo
megszoritasat., Nyilvan B-ben nincs hibas szétvagas, igy ha B#G
akkor jo korokre bonthatd. Az egyes blokkok jo kor-felbontasai

egyuttveve G jo kor-felbontasat adjak, szemben a feltevéssel, hogy G
rossz .§8§%

2.ALLITAS G minden kritikus szetvagasa vagy csillag vagy valamelyik
oldalat egy pontra huzva a keletkez8 graf nem sikbarajzolhato.

BIZONYITAS. Legyen S=V(X) kritikus szétvagas, amely nem csillag,
azaz 1<|XI<{Vi-1 és legyen TLS tiltott halmaz, amelyre 2{T|=|S8}. A
T-t lefogo v pont legyen X-ben. Tegyuk fel tovabba, hogy az
Allitassal ellentétben, akar X-et akar V-X-et huzzuk ossze egy
pontta sikgrafot kapunk. El8szor huzzuk ossze X-et és torol jik a
keletkez8 hurok-éleket. Az osszehuzott graf Euler-féle sikgraf, nem
tartalmaz hibas vagast és kisebb mint G, igy van Jjo kor-felbontasa.
Ugyanez érvényes, ha X helyetl V-X-et huzzuk oOssze egy pontta. A
kétféele felbontas az  eredeti  grafnak egy olyan felbontasat adja,
amelyben  jo korok szerepelnek Lovabba az X—ben illetve a V-X-ben
halado  utak, melyek  nem  hasznalnak  Liltott halmazt és mel yek
mindegyikének egyik végén T-beli ¢l van a masikon S—-T-beli. Ezen X-
ben haladd (T darab Gtbol hagyjuk ki a T-beli éleket. Ekkor tehat
mindegyikitk a v pontban végz8dik, igy a V-X-ben haladd IT] attal nugy
osszeparosithatok, hogy (G-nek F'Tl darab jo koréet adjak. Ily modon
mepgkaptunk G-nek epgy  jo kor felbontasat, ellentétben a G-re  tett
felltevéssel., BER (A bizonyitasban lényegesen  kihasznaltuk,  hogy
minden Liltott halmaz lefoghato egy ponttal.)

Nevezziink egy v csGcsot trivialisnak, ha T(v) cgyelemll részekbd1 all.

Legyen e ZE(v,u.) (i=1,2) G-nck kot olyan éle, melyekre v, u,, u2
i i

kiilonboz8ek és G-nek ugyanazon a tartomanyan fekszenek. Az e, és ez

elek leemelésen a kévelkez8 operaciol ert jiitk. Helyettesitsiik e es

02~l, ogy 0y CZVIVZ ellel, ¢s  modositsuk -t ugy, hogy ha
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e. =P ~"(u.), akkor P _ben helyettesitsik ai-t,r(i=l,2) az e ellel.
i i i

Jelol jukmaz  0j grafol. G -vel, mig a modositott tiltott reészek

halmazat * -vel. Nyilvan G’ sikgraf és Euler-tféle,

3.ALLITAS Ha a v csucs trivialis, akkor letezik G -nek olyan vagasa,
amely hibas =~ ' -re nezve. Tovabba G' valamennyi hibas vagasa
csillag, espedig a V' (v), V' (u1 ), V' (uz) csillagok egyike.

BIZONYITAS. El18sz0r megmutal juk, hogy G nek van hibas suébvagasa.
Valoban, ha nem volna, akkor G° felbomlik jo korok egyesitlésére,
hiszen G'-neck kevesebb éle van mint G-nek, igy mar nem ellenpélda.
Ibben a korfelbontasban az e élt nem hasznald korok jo korok G-ben

is a "-re nézve. Ha most visszahelyeltesitjik az e élt az o.] ées ()2
elekkel, akkor a koérfelbontas e—t tartalmazo ¢ kore vagy ecgyetlen
kor lesz G o ben is (amikor € nem megy At v-én), a  vagypedig  két
elidegen korre bomlik. Mivel v trivialis, mindkét esetben jo
korokhoz jutunk, és ezaltal G egy jo korfdlbontasal kapjuk, ami nem
lehet, mert G cllenpélda volt.

Azt war korabban megjegyeztiik, hogy ha van hibas vagas, akkor van
hibas sziatvagas is. Tegyitk most  fel, hogy az S'=V'(X) szétvagas
hibas ' -re néuve. Nyilvanvaloan $(X) kritikus (G-ben) a FP-re
nezve.

Mivel u] s u, G-nek ugyanazon a tartomanyan fekszik, a G+e graf

£

sikgraf. Mivel S szétvagas G -ben, mind X és V-X a G+e grafnak
osszefiupgprd részgral jat feszilik. Itymodon a G grafban akar az X-et,
akar a V-X-ct egycltlen ponttla osszehizva sikgrafol. nyeriink. A 2.

allitas szerint ekkor L (X) csillag. Vilagos, hogy a=z el és ez éelek

leemelesckor csak a of v, u] cs ay 112 csillagai vathattak hibassa. B

4.ALLITAS Ha ‘:(u]) G-ben kritikus (peldaul, ha V' (u]) hibas G' -ben),
akkor d(u] )<d(112).

BIZONYITAS. Ha \-'(u]) hibas G'-ben *'-re nézve, éspedig a P'=F'
tiltott résuznél, akkor I’E—-(uz) es f(ul) G-ben a T-re nézve kritikus

-nel. ol -9 > - X , e < .
a P-nel Fkkor d(ul) 211 \_(ul)[ 21 F(ul uz)l< 2ip \_(uz)l_ d(uz) |
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A koveltkez8 allitas nyilvanvalo.

5.ALLITAS Ha valamely v csucsra \ (x) mind Pf_(é)né] mind T-"(t)-nel
kritikus (ahol P#£T, s#x#t), akkor st es x-nek az s es a t-en kivial
nincs mas szomszedja.B

6. LEMMA Nem letezik trivialis csucs.

BIZONY ITAS. Az Togjuk megmutalni, hogy ha cgy v c¢sucs Lrivialis,
akkor v-nél alkalmas két eltL leemelve nem keletkezik hibas csillag.
Ez ellentmondasban lesz a 3. allitassal.

I.ESET v -nek pontosan ket szomszédja van.

Legyen u, &8 u, v két szomszedja agy, hogy d(ul)id(uz). A 1. allitas

szerint V(u_) nem lehet kritikus T(ul) egyik tagjanal sem. Ha f(ul)
<

kritikus Pf“(u?)~nbl, akkor P—E(v,u?)#ﬂ, mert kiilonben V({u],v})

hibas vagas volna P-nél. Most §(v) nem lehet P-néel kritikus, mert
akkor i\({n',v})|< d(v)&d(ul)r ARL I«'I(v,uz)i + 2![!’*l'l(|ll,u?)l < 2lprl,

avag E({u‘,v}) ismet hibas volna. Tlymbédon  az e, es 02 élek

valaszthatok a kovetkez8k szerint.

Legyen e “F(v,u.) olyan, hogy e. =P, ha v kritikus valamely

i i i

P {u ) onél (i=1,2), &és ha még \(u‘) is kritikus I'T(u2)~né|, akkor
1 H

legyen e 71,
gy 21

Most ax &, es e, elek leemelése nem teheti hibassa a v, ul, u2

csucsok egyikét se ellentmondasban a 3. allitassal . B

2.ESET. v-nek van legalabb harom kiilonboz8 szomszéd ja

(Megjegyerzitk, hogy az 1. allitas szerinl nem lehel, hogy v-nek
2-nel kevesebb szomszeéedja van.)

Az 5. Aallitast =x=v valasztassal alkalmazva lathatjuk, hogy % (v)
legfel jebb csak egy tiltott résznel lehet kritikus. Amennyiben Y (v)
kritikus valamely T=7(t)-nél, ugy legyen u2:=t. Ha S$(v) nem

kritikus, akkor legyen u2 a v-nek minimalis fokszamu szomszédja.
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]

lLegyen u, &s ui v-nek két  tovabbi  szomszédja Ugy, hogy mind a
{v,u‘ ,uQ} pontharmas, mind a {v,ui ,uz} ppnth:’irmas G-nek egy
tartomanyan helyezkedik ol Az 5. Allitast x=u,, valasztassal
alkalmazva nyer jiuk, hogy ‘,'(uz) nem lchet kritikus mind a ,"“(ul) mind

a .T(ui) cgy-egy tagjanal. Szimmetria miatt feltehetjuk, hogy V(uz)

nem kritikus a ‘(ul) cgyik tagjanal sem.

Vizsgaljuk meg cl8sziér azt az esetet, amikor Y(v) nem kritikus.

Fkkor az wu_ valasztasa és a 4. allitas mutalja, hogy \_‘(ul) nem

kritikus 7(:12) eyik tagjanal sem. Legyen e ~E(v,u.) (i=1,2). Ha
i i

most lecemel juk az (‘,] és (?z ¢leket, akkor a v, ul, u2 csucsok

csillaganak egyike sem valik hibassa, ellentétben a 3. allitassal.

Masodszor Lételezuziik fel, hogy SY(v) kritikus valamel y =T (u2 )-néel.

Legyen c\':l?.(v,u] ) és 027"'1"E(v,uz). Az u, e, and e, valasztasa
folytan av o | o5 ¢, cleket leemelve v és uz csillaga nem valhat
hibassa. Azt allitjuk, hogy u, csillaga sem wvalhat hibassa.

Valoban, ha E"(ul) hibas volna (G'-ben), akkor szikségképpen T -nél
kell hibasnak lennie, igy V(ul) kritikus T-nel (G-ben) De ekkor
lf({ul,v})i< d(v)+d(u])-— 2"17'%[".(v,uz)i + ZlT"l‘}(u],uz)i < 2iT|l, vagyis
\_({u1,v}) hibas volna T-nél (G-ben) ¢és a lemma kovetkezik.EB

Miutan G cllenpelda, létezik P nem egyelemll tillott ressz. Legyen P
legkisebb ilyen, és tegyiik fel, hogy P=*(r) (r=v). Modositsuk Tt
olymédon,  hogy P-b81 kivessziitk az egyik e elemét, és e egyelemil
tiltott reéswz lesz. Mivel G olyan minimalis ellenpélda, amelyben a

o
T

nem  egyelemll tiltott részek szama a legkevesebb, a modositott
tiltott részekre vonatkozdlag mar van G élhalmazanak (5 -re nezve )
Jo  korokre vald o felbonlasa. Kz majdhogynem jo “-re nézve is,
kivéve, hogy a korfelbontasban az e élen athalado Cokbr tartalmazza

P-e-nek egy f elemet. (Lehet, hogy C csupan az e és f élekb8l
o
all.)
Készitsiink el egy D=(V,A) iranyitott segédgrafot a kovetkez8keépp.
Tartozzeék az uv iranyitott é1 A-hoz, ha létezik S-{C }-ban egy C kor.
o

amely atmeypy az u és v opontokon és olyan , hogy vagy C diszjunkt P-
t81, vapgy pedig ha tartalmazza P-nek cgy h=rs eclemét (Lobbet. pesze
nem tartalmaz, mert € jo), akkor a € kéron e pontok az r,S,u,Vv
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sorrendben kovel ik egymast. .

T.ALLITAS. Letezik Doben iranyitott ut r-b8l a V(C )-r halmazba.
(8}

BIZONYITAS. Ha nem létezik ilyen ut, jelolje X az r-b81 D-beli
iranyitott uGttal elérhet8 pontok halmazat. Most Lehat Co—nak

egyetlen pontja, az r esik X-be.

Belat juk, hogy Y (X) hibas P miatt. Valoban, legyen uv={(X)-P, ahol
u-V-X, v-X, és legyen C a ° korfelbontasban az uv élen athalado kor.
Mivel X-b8l nem lep ki D-nek éle, a € sziikségképpen tartalmaz egy
h=rs=P &b, ahol s#X, tovabba C-nek az s és u kozotti része V-X-ben
halad, az r és v kozoltLi része pedig X-ben. Vagyis minden e=\{ (X)-P
¢lhez egyértelmllen hozzarendelhetd egy PV (X)-beli &1, és ezenkiviil
meg Y (X)-ben vannak az e, fIDP élek is, vagyis $(X) valéban hibas. |

Legyen 5 ey legrovidebb 0ot r-b81 a V(C )-r halmazba, és az S pontjai
O

sorrendben legyenek r=v ,v ,...,v. (v . =V(C )-r). Legyen C. az a kor
o i

o 1 k k
-{c }-ban, amely a v, 1vi elt D-hez definialta (i=1,2,...,k).
o

Jelolje G° eczen €. korok éleib8l és pontjaibol alléd iranyitatlan
1
grafot. Legyen *' a “-nek G -re torténd megszoritasa.

8.ALLITAS. G  -nek nincs hibas vagasa a *' ~re nezve.

BIZONYITAS. Mivel G° a € kivételével jo korsk unidjaként allt eld,

o
vagas c¢sak P’ miatt lehel hibas (ahol P’ a P megszoritottjat

jeloli), mert a (‘.l kor nem tartalmazhat P-beli elt, C pontosan
o

kett8t Lartalmaz, es a C_,...,C korok legfeljebb egy élt

2’ k
tartalmaznak P-b8] .8

9. ALLITAS. G’ =G.

BIZONYITAS. Ha G' valodi része G-nek, akkor nem ellenpélda: Miutan
G’ -nek nincs hibas vagasa * ' -ra nézve, igy az élhalmaza felbomlik
Tlere nézve  jo kordk uniojara. Ez a felbontas a &= ( {Ci B

i=0,1,...,k) korokkel cgyutt, a G ("-re nezve) jo felbontasat
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eredményezne . B

Legyen Ll {C=:: E(C) P=g} es [.zf{c’;if : JE(C)iPI=1}. S minimalis
valasztasa miatt S minden pont ja l.l—nek legfel jebb ket tagjaban van,
mig r pontosan egy tagjaban. Miutan G'=G, d(r)=2| l.2| +4=2|P| es
d(vi)g 2il,,2|+4 (=2ipPi), (i=1l,...,k). Az 6. lemma és a P minimalis
valasztasa wmiatt minden i-re (i=l,...,k) létezik f-(vi)—ben egy Q.
tiltott resy,  amelyre iQi I> 1prl. Mivel nincsen hibas vagas,
d(vi)>‘).5Ql . s gy d(vi)‘z 21Qt>  21pP]. Kovetkezeskepp a fenti

egyenl8tlenségek mind egyenl8séggel kell, hogy teljesiil jenek, és igy
minden v, pont (i=1,2,...,k-1) pontosan két darab Ll—beli korben wvan
i

(a v es A egyellen l.]—lmli korben valamint a C ban van). De ha v,

O (e} 1

ket l.ll)vli korben van, akkor a D segéedgraf v_v,+' eléet. definiald C_l
i i

kor S minimalitasa miatt nem lehet l,z—belj. Szuksegképpen L2 ures.,

S minimalitasa folytan G semelyik pontjan nem mehet at 2-nél tobb & -
beli kor, igy minden pont foka legfeljebb 4 (és igy pontosan 4). A
tetel most, kovetkezik a  Fleischner teétel A-regularis grafokra
vonalkozo specialis escetéb8)  ERE
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