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A MAGYAR MODSZER ES ALTALANOSITASAL

FRANK ANDRAS
ELTE, Operdcickutatdsi Tanszék

A linearis programozés dualitds tételének legkordbban eléforduld specidlis
alakja Egervary Jen& klasszikus tétele teljes paros graf teljes pérositasainak
maximalis silyarél. Az elegéns bizonyitds elvezet egy hatékony algoritmushoz,
melynek a szillitdsi probléméra kiterjesztett alakja a nemzetkdzi szakiro-
dalomban a Magyar Médszer nevet viseli. A médszer alapelvét azéta tobb
irdnyban is altaldnositottdk: nempéros grafok maximalis siily1 pdrositdsainak
meghatérozasdra, a silyozott matroid metszet problémdra, folyam és szub-
moduléris dram feladatokra. Jelen munkaban attekintjiik a Magyar Modszer
e kiterjesztéseit.

1 Bevezetés

A Matematikai és Fizikai Lapok 1931-es 38-as szamiban jelent meg Egervdry
Jend: Matrizok kombinatorius tulajdonsdgairsl cimii dolgozata. [A cimben
szerepld kombinatorius szé valdsziniileg nem elirds, mert a cikk pdratlan
oldalainak tetején is ekként szerepel. Ugyanakkor Egerviry egy 1957-ben
megjelent dolgozaténalk [9] irodalomyj egyzékében sajét cikkére hivatkozva mar
a kombinatorikus szot haszndlja.] A dolgozat £6 eredménye Kénig Dénes
péros grifok maximalis elemszdmi parositdsairél szélé tételének stlyozott
véltozata, melyet eredeti, betiihiv alakban idéziink:

1.1 Tétel (Egervéry). Ha az [lai;!! n-edrendi- matriz- elemei adott nem-
negatitv egészek, tgy a

Mitp zayg, (Gi= 1,2,...n), (A, g, nem negativ egészek) (1)

feltételek mellett

min (A + pe) = max(an, +o2, £oo Qriv) » (2)
k=1

hol vy, ve,...¥n az 12,10 szdmok Osszes permutdcidit befutidk.

Egervary a dolgozatban megjegyzi, hogy a tétel akkor is érvényben marad,
ha elejtjitk az a;; matrixelemekre rott egészértékilségi feltevést, és a A, 1y
szdmokrd] nem kdveteljilk meg az egészértékiiséget.

lBedrkezett: 2002. mércius 29. Késziilt a T029772 & T037547 sz. OTKA palydzatok
témogatasdval. Operdcidkutatési Tenszék, Eétvds Lordnd Tudomanyegyetern, Pizmany
P. s. 1/c, Budapest, Hungary, H-1117 és Traffic Lab Ericsson Hungary, Laborc ul,
Budapest, H-1037. A szerzé tagja az Egerviry Kutatécsoportnak (EGRES). e-mail:
frank@cs.elte.hu,
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Kénig Dénes érdeme volt, hogy felismerte az eredetileg Frobenius sltal
vizsgalt silyozatlan probléma grafelméleti jellegét, Frobenius tételét (amely-
nek ekvivalens alakja a Hall tétel) dltaldnositotta, és a konstruktiv alterndld
utas moédszert alkalmazta tételének bizonyitdsdra. Ennek segitségével ha-
tékonyan ki lehet szdmitani paros graf maximélis elemszdmi pdrositdsat és
az éleknek pontokkal torténd minimalis elemszdmi lefogdsit. Akkoriban a
grifelmélet gyerekeipSben jart, igy nem csoda, hogy Egervary a tételét még
a métrixok nyelvén fogalmazta meg. Lényegét tekintve azonban ez a tétel
péros grafokrdl szél, és az dltaldnositdsokhoz is kénnyebben eljuthatunk, ha
gréfos alakban adjuk meg. Tekintettel arra, hogy az A métrix a;; elemei
kiltségként értelmezheték, a tovabbiakban a helyett a ¢ jeldlést hasznaljuk.
Azt is elérebocsétjuk, hogy a célfiiggvényt néha koltség- néha stlyfiiggvény-
nek nevezziik, az elébbit inkibb minimalizdlaskor, az utébbit maximalizdids-
kor haszndlva.

1.2 Tétel. Legyen G = (V, E) teljes pdros grdf, melynek pontjai két n
elemt osztdlyba vannak sorolva. Legyen tovdbbd ¢ : E — Ry o éleknek
eqy nemnegativ szémokkal toriénd silyozdsa. Ekkor G teljes pdrasitdsainak
mazimdlis silya egyenid a nemnegatty silyozott lefogdsok minimdlis sulydual,
ahol nemnegativ silyozott lefogdson egy olyan w: V — Ry figguényt értiink,
amelyre m(u) + 7(v) > c(uv) a grdf minden wv élére fenndll. Amennyiben c
eqészértékii, ugy az optimdlis m is vdlaszthatd egészértékinek.

A szakirodalomban a maximalis silyd pérositds kérdését gyakran hozzi-
rendelési problémédnak nevezik. Erdemes még egy ekvivalens alakban meg-
fogalmazni Egerviry tételét, a linedris programozds nyelvén.

1.3 Tétel. Jelslie A a G teljes pdros grdf poni-él incidencia mdtrivdt, és
legyen ¢ nemnegativ célfigguény. Ekkor a max{az:z > 0,Ar < 1} linedris
program optimuma mindig felvétetik egész (és dgy 0 — 1 ) vektorom, és van
olyan egész optimdlis megoldds, amelyre Az = 1. Tovdbbd, ha c egészértéki,
tigy a min{3 (7 (v) : v € V), m > 0, A > ¢} linedris program optimuma is
egészen felvétetik, és a két optimum mindig megegyezik egymassal,

Egervéry eredményének 1itt5ré jellege a kivetkezékben foglalhato Gssze-

1. A tétel a legelsé explicit megfogalmazdsa, mégha specidlis matrixokra
is, a linedris programozas dualitds tételének.

2. A dualitds tételnek olyan esetét irja le, amelyben mindig létezik egész-
értékil optimwm.

3. A konstrukiiv bizonyitési jelleg rdmutat az algoritmusoknak, mint 6n-
316 matematikai objektumoknak jelentéségére, tsszefiiggésben az algo-
ritmusok hatékonységdval. Bér 1931-ben e fogalmak értelemszeriien fel
sem vetddhettek, Egerviry médszere mind gyakorlatilag, mind elméle-
tileg hatékony. Amint az kimutathaté (ldsd aldbb), polinomidlis, sét
valdjdban erésen polinomidlis futdsideji.
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4. Egervéry tétele és eljdrdsa azt demonstrélja, hogy egy elegins mate-
matikai eredmény miként nydjthat megolddst természetesen felvet6dd
gyakorlati kérdésekre.

A Magyar Mddszer szdmos tovabbi eljirds kiindulépontja lett. Korai
példaként Ford és Fulkerson minimalis kéltségii folyam algoritmusa hozhaté
fel. A hozzérendelési feladatban, szallitdsi problémaban, hildzati folyamoknal
fellép az a jelenség, hogy az optimum egész vektoron is felvétetik. Ennek vald-
jéban kbzds gydkere van, éspedig az, hogy 2 szdban forgd probléméhoz tartozd
linedris program feltételi métrixa teljesen unimoduléris. A Magyar Mdédszer
gondolatait azonban olyan kérillmények kdzott is sikerrel fejlesztették tovabb,
amikor a feltételi matrix mar nem teljesen unimoduldris, mégis az optimum
egészértékiisége biztosithatd, ennek messze haté kombinatorikus kdvetkez-
ményeivel egyiitt. Mindkét eljirds kiindulépontja J. Edmondstdl szérmazik.
Az elsb segitségével meg lehet hatdrozni tetszbleges graf maximalis silyd pa-
rositdsat. A misodik kiterjesztés matroidokra vonatkozik. Ennek segitségével
példén! ki lehet szdmitani egy élsiilyozott iranyitatlan grif olyan minimalis
sitlytd feszité f4jit, amely egy megadott pontban {vagy éltaldnosabban egy
stabil ponthalmaz pontjaiban) fokszdm korlétoknak tesz eleget. Vagy, a graf
&halmazdn megadott k darab kéltségfiggvényhez meg tudunk hatdrozni k
glidegen feszitd fat 1igy, hogy minimalizaljuk a kivdlasztés teljes koltségét,
ahol az i-dik f4t az i-dik koltségfiiggvény szerinti koltsége szerint szamoljuk
be.

A dolgozat célja, hogy Bsszefoglalét adjon az ilyen irdnyi eredményekrol.
Ennek sorén megadok néhény olyan bizonyitast, melyek ismertek ugyan, de
magyar nyelvi szakirodalomban még nem szerepeltek. A silyozott matroid
metszet tételre egy masutt még nem publikalt 1 bizonyitast adok, amely csak
a matroidok elemi tulajdonségait hasznalja, szemben a komolyabb apparatust
igényl6 korabbi poliéderes vagy algoritmikus hétterii bizonyitdsokkal. Azt
is igazolni fogom, hogy mér Egervéry eredeti bizonyitasa is hatékony, azaz
erésen polinomialis futdsideii algoritmust szolgditat maximdlis silyi teljes
pérosités megkeresésére. Ez nem ugyanaz, mint a H. W. Kuhn 4ltal javasolt
eljdrés (amit valéjdban Kuhn nyoman Magyar Mddszernek neveznek), mert
Kuhn a duil véltozdk cseréjét és az alterndlé utas modszert egybedtvozi,
mig az Egervéry bizonyitdsbél kdzvetlenil adddé algoritmusban a maximé-
lis elemszami pérositdst meghatérozé Konig-féle algoritmus egy kiilonillé
szubrutinként szerepel.

2 Péros grafok

2.1 Maximalis elemszdmd péarositdsok
Az egész elmélet kiindulépontja Konig [15] klasszikus tétele.

2.1 Tétel (Kénig Dénes). FEgy G = (5T} E) pdros grdfban a diszjunkt
dlek mazimdlis v = v(G) szdma egyenld az éleket lefogd pontok minimilis
7 =71(Q) elemszémdval,
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Bizonyitds. Egy v elemil parositds lefogdsihoz kell legaldbb 1 cstcs, igy az
&sszes élhez is kell, ezért v < 7. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy (*) egy v elemd
L lefogds egy v elemi pdrositds minden élét pontosan egyszer fogia le.

A forditott irdnyhoz ldssuk be, hogy G élei lefoghatdk (G} ponttal. Indi-
rekt, legyen G minimalis ellenpélda abban az értelemben, hogy 1{G) < (G),
de minden G-nél kisebb &' grifra v(G') = 7(G').

Minden u csticsot elkeril] maximslis pérosités, mert ha valamelyiket nem,
figy (G —u) < v(G), és miutdn G —u élei mér lefoghatok v(@—-u) < v(G)-1
ponttal, ezen lefogdshoz u-t hozzavéve G éleinek egy legfeljebb ¥(G) elemi
lefogésdt kapndnk.

Legyen e = st a graf egy éle, melyre s € §;t € I. A G—e éleinek
Yétezik v(G) elemii L := AU B lefogdsa, ahol A C 5B C T. Az L nem
fogja le e-t, mert kiilénben G éleinek is #(G) elemti lefogdsa volna. G— s-nek
van v(G) elemil parositdsa, amelynek B-t fedé Mp része (+) miatt nem fedi
A egyetlen pontjit sem. G - t-nek van v(G) eleml pérositdsa, amelynek
A-t fedd M4 része («) miatt nem fedi B egyetlen pontjat sem. De most
M4UMpU{e} parositasa G-nek, melynek elemszdma |A|+|B|+1 = v(G)+1,
ellentmondads. , »

A most kdvetkezé algoritmikus bizonyitds lényegében Kénig eredeti bi-
zonyitasa kicsit algoritmikusabb nyelven elmondva. (Ko6nig nem tekintette
explicit azt a kérdést, hogy miként lehet megtaldlni a széban forgé alterndld
utakat, de a bizonyitdsabdl ez kdzvetlenil kiolvashatd.)

Algoritmikus bizonyitds, A nemtrividlis v > 7 irdny igazoliséhoz konstrud-
lunk egy M pérositdst és egy L lefogdst, melyek elemszama ugyanaz. Az
eljarss tetszéleges M pérositdsbél indul ki, ami kezdetben az iires halmaz is
lehet, Az Altaldnos lépésben vagy taldlunk egy nagyobb parositést, és ekkor
a nagyobb pérositisra vonatkozéan iterdljuk az eljirdst, vagy pedig egy | M-
mel megegyezd elemszémi lefogdst, amikor is az algoritmus véget ér.

Irdnyitsuk meg M éleit T-t&l S felé, mig az Ssszes tobbi élt forditva.
Jeldlje Ry illetve Ry az S-ben illetve a T-ben az M éltal fedetlen pontok hal-
mazat. Jeldlje Z az Rg pontjaibél az {gy kapott irdnyitott grifban irdnyitott
Gton elérhetd pontok halmazét (amit szélességi kereséssel taldlhatunk meg).

Két eset lehetséges. Amennyiben Rp-nek esik pontja Z-be, akkor megkap-
tunk egy olyan Rg-t és Rp-t Osszekotd P utat, amely M-ben alterndl. Most
M és P szimmetrikus differencidja egy M-nél eggyel t5bb ébdl &ll6 M’
pérositds. (Technikailag az eljdrdst nagyon egyszeri végrehajtani: a meg-
tallt 1t éleinek irdnyitsit egyszertien megforditjuk.)

A misik- esetben Rr diszjunkt Z-t8l. Z definfeidja folytdn Z-bél nem
1ép ki irdnyitott él. Ervényes tovdbbé, hogy Z-be nem lép be megirdnyitott
wu € M pérositss él, hiszen v csak u-n keresztill érhetd el, gy v csak akkor
Iehetett irdnyitott titon elérhetd Rg-bél, ha u is az volt.

Kovetkezik, hogy az L := (TN Z) U (S — Z) halmaz egyrészt lefogja
az Osszes élt, mdsrészt minden M-beli élnek pontosan az egyik végpontjat
tartalmazza, tehdt |M| = |L]. C

A fenti bizonyitds egyiittal hatékony algoritmust is jelent a szdban forgd
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optimumok meghatdrozdsira. A lépésszdm megbecsléséhez figyeljik meg,
hogy legfeljebb n/2 alkalommal kell utat keresniink. Miutdn egyetlen it
megkeresése az élszdmmal ardnyos idében torténhet, az Osszlépésszdm nem
nagyobb, mint O(nm) (ahol n a graf pontszéma, mig m az élszdma).

A Konig tételher szorosan kapesolddik Hall tétele.
2.2 Tétel. Egy G = (S, T; E) pdros grifban akkor és csak akkor létezik 5-t
fedd pérositds, ha teljesil a Hall-féle feltétel:

IT(X)| > |X| minden X C § részhalmazra, (3)

ahol T{X) jeloli azon T-beli pontok halmazdt, melyeknek van szomszédja X -
ben.

A tételt rogton kicsit dltaldnosabb alakban igazoljuk. Definidljuk egy
X C S halmaz hidnyat a h{X) = (| X| — |T(X)]) értékkel és legyen p =
(G, 8) & maximdlis hidny, azaz

p=maxh(X) . (4)

2.3 Tétel. Egy G = (8, T; E) pdros grdfban egy pdrositds dltal nem fedett
S-beli pontok minimdlis széma egyenld p-vel

Bizonyitds. A max < min egyenlétlenség nyilvdn fenndll, A forditott irdmy
igazoldsihoz legyen M egy maximaélis {azaz v elemil) pérositds és L egy
minimélis (azaz 7 = v elemf) lefogds. Legyen X := § - L. Ekkor M
pontosan |S| — v elemét nem fedi S-nek. Mdsrésat [(X)CL—Sésigy

1X| - D) 2 18~ Ll =1L = 8 =8| - |L| =8| -7 =S| - v

O

Legyen F az § maximalis {azaz p) hidnyd részhalmazainak rendszere,
vagyis F 1= {X C §: |X]| - |D(X)} = w}. Az F tagjait réviden maz-
hidnyt halmazoknak fogjuk hivni. Az elbbi bizonyitds mutatja, hogy egy-
egy értelmfi kapesolat 4ll fenn a minimalis lefogdsok és a max-hidnyd S-bell
halmazok kozott: Ha L minimélis lefogds, akkor 5§ — L max-hidnyd halmaz,
mig ha H C S max-hiényd halmaz, akkor [(H YU (S — H) minimdlis lefogds
lesz.

2.4 Lemma. F zdrt o metszet s unid képzésre.

Bizonyitds. Konnyil ellenérizni, hogy a h fiiggvény szupermoduldris, azaz
RX)+RY) S RXNY)+RXUY). Tegyitk most fel, hogy X és Y két
maximélis hisnyd halmaz (azaz F elemei). Ekkor g+ p = R(X) +h(Y) <
R{XNY)+h{XUY) < p-+p, és emiatt valoban RXNY) = p, A(XUY) = .0

A lemmébél kivetkezik, hogy az Osszes max-hidnytd halmaz metszete is
és unidjs is max-hidnyd, azaz létezik egy egyértelmil legsziikebb és egy leg-
bévebb max-hidnyl halmaz. Megjegyzendd, hogy Konig fenti alternald utas
algoritmusa segitségével e két halmaz konnyen megkonstrualhats, Példaul,
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a legsziikebb K max-hidnyd halmaz, amint azt konnyll kimutatni, éppen
Z 1S iesz, ahol Z jeldlte az irdnyitott segédgrafban az Rg-bél elérhets pon-
tok halmazat. Ez egyittal azt is mutatja, hogy az algoritraus altal produkalt
(§ — K UT(K)) lefogds nem fiigg az algoritmus futdsatol {szemben az al-
goritmus &ltal szolgaltatott parositdssal). A stlyozott pérositdsi algoritmus
bizonyitdsahoz szitkségiink lesz még az aldbbi hasznos megfigyelésre.

2.5 Lemma. Legyen K € 8 o legszikebb mag-hidnyt halmaz G-ben. Ha a
grafbodl kitoroljiik az osszes olyan élt, amely T(K) és §— K kozitt vezet, akkor
o létrejovd G grdfban a mazimdlis hidny ugyanaz, mint G-ben. Tovdbbd G
és ' maz-hidnytd halmazainak rendszere ugyenaz.

T

Bizonyitds. Miutdn G egy M maximélis parositisinak a T'(K)-t fedd élel
mind K-ban végzédnek, az M benne van G'-ben is, vagyis G’ max hidnya
legfeljebb akkora, mint G-é, de persze kisebb nem lehet, mext G’ részgréfia
Cnek. Ebbél az is kbvetkezik, hogy a G egy max-hidnyd halmaza G'-ben is
max-hidnyd. Legyen most X tetszbleges max-hidnyd halmaz G'-ben. Mivel
K max-hidnyt G'-ben is, a 2.4 lemma szerint X X is max-hidnyd G'-ben. De
akkor K N X max-hidnyd G-ben, hiszen K N X-b6] induld élt nem tordltiink,
és igy a K minimalitsa folytdn K & X. Ekkor viszont T{X) = I"(X}, azaz
X max-hidnyd G-ben is. 0

2.2 Stlyozott parositasok

Egervérynak az 1.2 tételére adott eredeti bizonyitdsdnak a viza a kovetkezd.
Legyen 7 egy minimalis siilyi nemnegativ, egészértékil silyozott lefogés. (A
7 silydn a 3 [r(v) : v € SUT] Ssszeg értendd.} Feltehetjlik, hogy 7
az § elemein mindeniitt pozitiv, mert ha nem, akkor az S-beli pontokon
eggyel novelve, a T-beli pontokon eggyel csdkkentve maér ilyen lesz. Ameny-
nyiben azon élek G részgrifjdban, melyekre 7(u) + m(v) = c(uv) létezik
teljes M pérositds, Ggy M maximadlis silyt pérositds, melynek silya egyenid
a m(v) értékek dsszegével. Ha viszont (.-ben nincs teljes pdrositds, Ugy
Kénig vagy Hall tétele alapjdn létezik hidnyos X halmaz, azaz olyan, amely-
nek |X}j-nél kevesebb szomszédja van. A 7 értékeit az X pontjain eggyel
csokkentve, a Tz, (X) pontjain pedig eggyel nivelve, egy mdsik nemnegat{v,
siilyozott lefogdst kapunk, amelynek giilya kisebb, mint m-§, ellentmondésban
7 minimalis vilasztdsdval.

Ez a bizonyitds kdnnyen algoritmizalhato, hiszen tetszdleges 7 silyozott
lefogdsbél kiindulva vagy talal egy maximalis silyt teljes pérositdst, és ekdkor
az aktudlis 7 is optimilis, vagy pedig taldl egy jobb sitlyozott lefogast, amivel
az eljirast iterdlva véges sok 1épés utén az elst eset kovetkezik be. Egy kézen-
fekvé gyorsitési lehetdség azonnal kinélkozik (amint azt Egerviry a késbbi
[9] dolgozatéban maga is javasolja): a = silyozott lefogds médositdsakor ne
eggyel noveljiink vagy csdkkentsiink, hanem a legnagyobb olyan & értékkel,
amelyre a médositott 7' még siilyozott lefogds. Az igy nyert eljarast nevezziik
Egervéry algoritmusénak. (Hangstlyozzuk, hogy ez nem ugyanaz, mint a
H W. Kuhn &ltal kifejlesztett primél-dudl eljrds, amit ma valéjdban a
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viligban Kuhn javaslata nyoman Magyar Médszernek hivnak.)

Az Egervéry algoritmusnak az az elénye is megvan, hogy nem egészértékii
¢ silyfiiggvényre is miikidik, bér ekkor még az is kérdés, hogy az eljaras
véges-e egyéltalan, és Egervary valéjdban a nemegész ¢ esetét nem algorit-
mikusan, hanem folytonossagi megfontoldsokkal intézte el.

Nem kevésbé fontos a mésik kérdés, hogy Egervéry algoritmusa milyen ha-
tékony, akar egész a ¢, akar nem. Példéval megmutathatd, hogy ha tetszble-
ges olyan X halmazt haszndlunk a m médositdsara, amely megsérti a Hall-féle
feltételt, akkor az algoritmus nem polinomidlis futdsidejtl {és ez a keltemet-
lenség még akkor is eléfordulhat, ha X maximélis hisny halmaz.) Réadasul
irraciondlis koltségek esetén még azt sem tudjuk, hogy az algoritmus véges
sok lépés utan megdll-e.

Egervéry azonban [8]-ban azt javasolja, hogy a 7 valtoztatdsat annak
a maximalis hidnyd X halmaznak a segitségével végezziik, amelyet Konig
alternils utas algoritmusa szolgaltat, amely tehat a(z egyérielmil) legsziikebb
max-hisnyd halmaz. Az aldbbiakban kimutatjuk, hogy Egervéry algoritmusa
ilyenkor polinomidlis, s&t erSsen polinomidlis futdsidejii. Mivel nem jelent
semmilyen tobblet nehézséget, a bizonyitdst rogton & tétel azon csoppnyit
4ltalinosabb alakjara mondjuk el, amikor a paros graf nem feltétlenil teljes,
csupan azt frjuk el$, hogy tartalmazzon teljes parositast.

2.6 Tétel. Tegyiik fel, hogy o G = (5,71} E) pdros grdfnek van teljes pd-
rosttdsa. Legyen tovdbbd ¢ : E — Ry az éleknek egy nemnegativ szdmokkal
torténd silyozdsa. Ekkor G teljes pérosttdsainak marimdlis sdlya egyenlé
o stilyozott lefogdsok minimdlis silydval, ahol silyozott lefogdson egy olyan
7V -+ R fiigguényt értiink, amelyre mu)+7(v) = c{uv) a grdf minden wv
élére fenndll. Amennyiben c egészértékd, gy az optimdlis T is vdlaszthatc
egészértékiinek. Amennyiben G teljes pdros gréf, ez optimdlis 7 vdlaszthatc
nemnegativnak.

Bizonyitds. Tetsz8leges M teljes parositésra és 7 silyozott lefogasra fennall.
hogy S(m(z) : z € SUT) = S(rw)+r(v)] v € M} = S (c(w) : uw € M)
vagyis a minimum valdban legalabb a maximum. Az is kiolvashat6, hogy
itt egyenléség pontosan akkor 4ll, ha az M pérositds minden uv éle ponto:
abban az értelemben, hogy m(u) +7(v) = c(uv). Célunk tehét azt kimutatni
hogy létezik egy olyan m, amelyre nézve a pontos élek grafjdban 1étezik teljer
pérositas.

Legyen  egy olyan silyozott lefogis (egészértéld, ha ¢ az), amelyre a pon
tos élek Gr = (8, T; Bx) részgrafjaban a p(= |§| — v(Gr)) érték minimélis
és ezen beliil, az (egyértelmii) legszikebb max-hidnyd K C S halmaz a leheti
legnagyobb. Készen vagyunk, ha a . maximslis hidny nulla, mert ez ép]
azt jelenti, hogy Gr-nek van teljes parositdsa. Tegyiik fel tehéat, hogy ptn > €
Mivel G-nek van teljes parositdsa, biztosan van olyan e éle G-nek, amely F
és T — Ty (K) kzbtt vezet, ahol Tx(K) jeloli a K szomszédainak halmazét .
G'.-ben. Tlyen él nem pontos, igy a

§ := min{r(u) + m{v) — e(uv) 1w € E\u € KveT-TL(K)) (5
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érték pozitiv. Médositsuk 7t dgy, hogy a K minden elemhén 5-val ecstkkentjiik,
mig ['w{K) minden elemén §-val ndveljiik, azaz

m(v}—4, haveEK;
w'(v) = w(v)+ 6 havelL(K); (6)
m(v), egyébként.

A 6 vilasztdsa miatt az igy médositott 7 tovdbbra is silyozott lefogds, amely
egészértékil, ha ¢ az volt. A n’'-ra vonatkozd pontos élek Gr grafja abban
kiilonbozik Go-t8l, hogy van legaldbb egy éle (ahol a 6-t definidlé minimum
felvétetett) K és T — D'x(K) kdzdtt, de biztosan nincsen éle T N Tx(K) és
S — K kézott (mikézben Gr-nek lehetett). A 2.5 lemma szerint pta = fix, €
Gr-ben a legsziikebb max-hidnyd halimaz szigordan b&vebb, mint K, és ez
ellentmond 7 vdlasztasdnak.

Beidttuk tehat, hogy van olyan 7 stlyozott lefogds, amelyre a pontos élek
részgréfjdban van teljes parositds. Végiil tegyiik fel, hogy G teljes paros graf,
és igazoljuk, hogy m vélaszthaté nemnegativnak. Legyen a m legnegativabb
értéke —a ahol @ > 0 és legyen 7(v) = —a, ahol v mondjuk S-ben van. ekkor
minden u € T csticsra w{u) + w(v) > c(uv) > 0 miatt m(u) > a. Igy ha 7t
gy médositjuk, hogy S elemein néveljiik c-val, mig T" elemein csdkkentjik
a-val, akkor egy masik minimdlis silyozott lefogds keletkezik, amelyik mér
nemnegativ. 0O

A 3. szakaszban még az is kiderill, hogy az optimdlis silyozott lefogds
pontosan akkor vilaszthaté nemnegativnak, ha a maximaélis silyd parositis
teljes parositdson vétetik fel (amely feltétel persze teljes pdros graf esetén
fenndll.)

A bizonyitds alapjdn Egerviry algoritmusa a kévetkezs. Az algoritmus
bemenete egy teljes pdrositdssal rendelkezd pdros graf, mig a kimenete egy
maximdlis sulyd parositds és egy minimalis silyd silyozott lefogas. Szub-
rutinként sziikségiink van a silyozatlan esetre vonatkozd fentebb ismertetett
alterndlé utas algoritmusra, amely egy tetszéleges G' = (5, T; E') paros graf-
ban megkonstrual egy maximalis M’ pérositast és a(z egyértelmil) legszitkebb
K' C § max-hidnyd halmazt {melyekre tehat |A'| = [I'{K’)| +|S — K'|).
Hivatkozds kedvéért ezt Kénig szubrutinnak nevezaiik.

Az algoritmus egy altalinos lépésében rendelkezésre dll egy m sulyozott
lefogas (amely egészértékl, ha ¢ az, és amely kezdetben Iehet példiul az
azonosan o lefogés, ahol & a c¢(e) kéltségek maximuma. Alkalmazzuk a Konig
szubrutint a m-re nézve pontos élek G, részgrifidra. Amennyiben Gr-ben van
M teljes pérositds, tigy az algoritmus az aktuélis 7 silyozott lefogds és M
teljes parositds kiadésdval véget ér. Ha viszont Gr-nek nincs teljes parositasa,
{igy a szubrutin 4ltal szolgiltatott (Gr-re nézve) legszitkebb K, max-hidnyd
halmaz segitségével {6) szerint médositjuk 7-t, és az eljdrdst iterdljuk.

Mi mondhaté az algoritmus lépésszamardl? Tekintsiik egy fizisnak az
algoritmus azon szakaszét, amig a pontos élek (egyre véltozd) részgrafjdban
a maximalis hidny véltozatlan. Nyilvan legfeljebb |S| fdzis 1étezik. Egy fézis
soran a szubrutint legfeljebb | S|-szer hivjuk meg, hiszen beldttuk, hogy a «
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cseréjekor a legsziikebb max-hidnytG halmaz szigordan biviil. Vagyis a si-
lyozatlan esetre vonatkozé alternsld utas algoritmusnak legfeljebb |5 |2-szeri
meghivésaval az algoritmus futdsa befejezédik. Miutan Kénig algoritmuss-
nak lépésszaméara O{ S||E|) korldt volt mondhatd, a leirt silyozott eljérds
teljes futdsideje O{|5]3| E)).

Bér ez a 1épésszam nem kiiléndsebben latvényos (és valéjaban hatéko-
nyabb eljrdsok is léteznek), mindenesetre azt megkaptuk, hogy az algoritmus
polinomidlis futdsidejit, sét ersen polinomialis is abban az értelemben, hogy
a futdsidd egysltaldn nem fiigg a szerepld c kéitségfiiggvénytdl, amennyiben
feltessziik, hogy a szémokkal végzett dsszeaddst, kivondst és Osszehasontitdst
egyetlen 1épésben tudjuk elvégezni.

A jelen megkdzelités elénye, hogy tisztin mutatja a silyozatlan és a
silyozott pérositdsi algoritmusok viszonydt. A silyozatlan Kénig-féle algo-
ritmus teljesen szepardltan, szubrutinként kerill fethasznéldsra. Amint azt
H. W. Kuhn megmutatta, a két eljards dsszevonhatd, aminek talan hétrénya,
hogy az algoritmus dsszetettebbé valik, de eldnye, hogy jobb lépésszdm becslés
adédik. Most ismertetjiik a Kuhn 4ltal javasolt Magyar Mdédszert.

Kuhn algoritmusa silyozott teljes parositds meghatérozasara

Az altaldnos lépédsben tekintjiik a pontos élek &ltal (az $ U T ponthalmazon)
alkotott (7, részgréfot. Legyen M egy maér rendelkezésre 4ll6 pérositds G-
ben. Irdnyftsuk meg M éleit T-t6l § felé, mig az Osszes t6bbi Gr-beli élt
forditva. Jeldlje Rg illetve Ry az S-ben illetve a T-ben az M Altal fedetlen
pontok halmazdt. Jelolje Z az Rg pontjaibdl az igy kapott irdnyitott grafban
irdnyitott 1tton elérhetd pontok halmazdt (amit példiul szélességi kereséssel
taldlhatunk meg). Amennyiben Rr-nek esik pontja Z-be, akkor megkaptunk
egy olyan Rg-t és Ry-t dsszekdtd P utat, amely M-ben alterndl. Most M és
P szimmetrikus differencidja egy M-nél eggyel t5bb élbél 86 M’ pérositas.
Fkkor az eljdrds egy fazisa véget ér, és az 1j M’ parositdssal folytatva iterdljuk
az eljarast. ,

Nézzilk most azt az esetet, amikor Ry diszjunkt Z-t6l. Legyen Kn :=
ZN 8§ és médositsuk 7-t a (6)-ban lefrtak szerint. Ekkor az Rg-bél elérhetd
pontok halmaza szigoriian bévill. Igy egy fézis (ami alatt tehdt a pontos élek
grafjdban a maximalis parositds elemszdma nem né) |.S| ttkeress eljdrds al-
kalmazésa utén véget ér. Mivel sgy titkeresés O{| F|) lépésben végrehajthatd
és legfeljebb | S| fazis van, az algoritmus teljes futdsideje O{ E||S[?).

A fejezet lezdrasaképp megmutatjuk, hogy a maximalis silyd (nem feltét-

leniil teljes) parositds meghatérozdsinak probléméja egyszerii fogdssal vissza-
vezethetd a maximalis silyd teljes parositdséra.
2.7 Tétel. Egy G' = (S, T'; E') pdros grifban nemnegativ ¢ silyfigguény
esetén a pdrositdsok mazimdlis v, stlya egyenld a nemnegativ (1) silyozott
lefogdsok minimdlis 7! silydval Amennyiben c egészértékd, az optimdlis 7
is vdloszthatd egészériékiinek.

Bizonyitds. A v, < 7. egyenidtlenség nyilvanvald, {gy csak a forditott irdnnyal
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foglalkozunk. Uj pontok esetleges hozzdvételével elérlietjilk, hogy a péros
graf két osztélya egyforma méretli legyen. Egészitsiik ki a gréfot 0 silyd élek
bevételével egy G telies paros graffd. A sdlyfliggvény ezen kiterjesztését
tovibbra is jeléthetjiik c-vel. A 2.6 tétel (mésodik része} szerint G-nek
létezik egy M teljes parositdsa és c-nek egy m nemnegativ silyozott lefogdsa,
melyekre ¢(M) = 3" w(v). Mivel az 1j élek silya 0, igy az 1j élek kihagydsaval
M-b&l keletkezd G'-beli M’ parositds silya viltozatlanul ¢{M). Miutén
#j pontbél (ha van) csak 0 silytd él megy ki, {gy 7 értéke az \ij pontokon
0, vagyis, ha 7Tt megszoritjuk az eredeti pontokra, akkor a keletkezd 7'-re

vy =3 mw(v), & igy 3_m'(v) = o(M'). O

Végiil megjegyezziik, hogy tetszéleges rogzitett k pozitiv egészre Ford és
Fulkerson miniméalis k&ltségh folyam algoritmusdnak segitségével ki lehet szd-
molni a maximélis (vagy minimalis) silyd & élii parositast, ha ilyen parositds
egyaltaldn létezik.

3 Teljesen unimodularis matrixok az optima-
lizalasban

Az aldbbiakban ismertetjiik azt a Hoffmantdl és Kruskaltél [13] szdrmazd
megkozelitést, amely riviliglt arra a hittérben meghijé mélyebb okra, ami
miatt Egervary tétele fenndll. Ez pedig az, hogy egy péros graf pont-él in-
cidencia métrixa teljesen unimoduléris, és a linedris programozés dualitds
tételében az optimumok egészértékii vektoron is felvétetnek, amennyiben a
feltételi matrix teljesen unimodularis.

Az aldbbiakban egy métrixot vagy egy vektort akkor nevezlink egésznek
vagy egészértékiinek, ha minden eleme {(komponense) egész szdm. Valamely
A mitrixot akkor neveziink teljesen unimoduldrisnak, ha minden aldeter-
mindnsa (0, +1) értékd. Specidlisan, ilyen métrix minden eleme 0, +1 vagy
—1. Vildgos, hogy TU-mdtrix transzpondltja is az. Sorokat vagy oszlopokat
—1-gyel szorozva vagy elhagyva ismét TU-mdtrixot kapunk. Tovdbbé, egység-
vektorokat sorként vagy oszlopként egy TU-matrixhoz illesztve TU-matrixot
kapunk. Igy, ha az A TU-métrixot kiegészitjik egy I egységmétrixszal, akkor
a keletkezd (A, J) matrix is TU-mdtrix. Ha A TU-métrix, igy (4, —A4) is az.

Példaképp, legyen A egy D = (V, E} irdnyitott grif incidencia mdtrixa,
azaz A soral a V-nek, oszlopai E-nek felelnek meg, és az a, . elem akkor
+1 illetve —1, ha az e &l belép illetve kilép v-bél (egyébként 0). Nem nehéz
igazolni, hogy digraf incidencia métrixa teljesen unimoduliris, és hogy péros
graf incidencia matrixa teljesen unimoduldris.

Ezeket Altaldnositja a hdldzati mdtriz. Legyen D olyan irdnyftott graf,
amely irdnyitatlan értelemben dsszefliggd, és legyen F egy feszité fa. Az A
matrix sorai az F' éleinek felelnek meg, mig az oszlopai az F-en kiviili éleknek.
Minden uv nem-fa élre a fiban egy egyértelmil (nem biztosan irdnyitott) it
vezet v-bol u-ba. Ennek egy f elemére a matrix a5, elemét definidljuk 1-nek,
ha f irdnya megegyezik az Utéval és —l-nek, ha azzal ellentétes. A mdtrix
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minden mds eleme (. Szamos érdekes alkalmazdst tesz lehetévé az alabbi
Tutte-tdl valé eredmény.

3.1 Tétel. Az A hdldzati mdiriz teljesen unimoduldris.

Bizonyitds. Mivel hilézati matrix részmatrixa is az, elég azt beldtni, hogy
egy négyzetes haldzati matrix determindnsa 0,1 vagy —1. Haldzati métrix
sorét vagy oszlopat —1-gyel szorozva hédlézati matrixot kapunk. Egy sor vagy
oszlop —1-gyel vald szorzdsa annak felel meg, hogy a megfeleld élt (akar fa-él,
akdr nem-fa él) dtirdnyitjuk.

Tekintsiik a fdnak egy v végpontjdt. Ha az F fa v-vel szomszédos éléhez
tartozé sorban 1év6 nemnulla elemek o szdma legfeljebb 1, akkor a deter-
mindns kifejtési szabdly alapjan indukcidval készen vagyunk. Tegyiik fel,
hogy & > 1, vagyis v szomszédos legalibb két nem-fa éllel. Atirdnyitds miatt
feltehetd, hogy ezek kozill pontosan egy van v felé irdnyitva. Legyen ez su és
legyen vt egy masik nem-fa él. Ha az sv-nek megfelelt oszlopot, hozzdadjuk
a vt-nek megfeleld oszlophoz, akkor egyrészt persze a determindns értéke
nem viltozik, mdsrészt ismét hilézati métrixot kapunk, éspedig azé a gréfét,
amelyben a vt él helyett az st él szerepel.

Ilyen dtalakitdsokkal egy olyan digrafot kaphatunk, amelyben az F feszité
fa véltozatlan, egyetien nem-fa él {nevezetesen sv) szomszédos v-vel, vagyis
a hozzdtartozd héldzati mdtrix v-nek megfelelé sordban egy nemnulla elem
van. llyen hédlézati matrixrél pedig mar lattuk, hogy a determindnsa 0, +1,
ugyanakkor a fenti operdciék nem valtozattdk a determindns abszolit értékét.

a

Most megvizsgdljuk, hogy a linedris programozéds dualitds tétele illetve
a Farkas lemma miként alkalmazhaté olyan kombinatorikus optimalizdldsi
feladatok esetén, mint amilyen a silyozott prositds problémdja. A megoldds
kulcsa az a megfigyelés lesz, hogy bizonyos specidlis feltételi métrixok esetén
az optimum mindig egész vektoron is felvétetik.

Adott M = A MV métrixhoz tekintsik a

Pr= @O“ @H < @u A.Nv

linedris rendszert. Tegyiik fel, hogy ennek megoldds halmaza az R poliéder
nem iires. Az R egy elemét nevezziik erds bdzis-megolddsnak, ha el6all
valamely M'z’ = ¥ egyenletrendszer egyértelmi megolddsdnak nulla kom-
ponensekkel valé kiegdszitéseként, ahol M’ az M egy [(+(M) x (r(M)]-es
nemszingularis részmétrixe és &' jeloli a b azon részét, amely az M’ sorainak
felel meg. (Konnyi igazolni, hogy egy {Az = b,z > 0} alaki rendszer egy
megoldésa pontosan akkor erSs bézis-megoldds, ha a pozitiv komponensei-
hez tartozd A-oszlopok linedrisan fliggetlenek). Abban a speciilis esetben,
amikor R csiicsos, némi munkdval igazolhatd, hogy az erfs bédzis-megoldasok
éppen az R cstcsal. A definiciébdl kivetkezik, hogy legfeljebb csak véges sok
erds bdzis-megoldds létezhet. A Caratheodory tétel egy viltozata szerint
mindig létezik erds bdzis-megoldds, st tetszleges olyan ¢ célfiiggvényre,
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amelyre ¢z felillr8l korldtos az I poliéderen, érvényes, hogy az R barmely
2 eleméhez létezik egy olyan z* erds bazis-megoldas, amelyre cr* > e/,
amibél adédik, hogy a max{cz : « € R}, ha korldtos egyaltalan, akkor egy
erés hézis-megoldason felvétetik.

3.2 Lemma. Tetszéleges M TU-mdtrizszal megadott (7) egyenlitlenséy-
rendszer esetén, ha o jobboldali korldtozd b vektor egész, akkor minden erds
bdzis-megoldds egész.

Bizonyitds, Bgy erds bazis-megoldés elé4ll valamely M *z! = b egyenletrend-
szer egyértelmii megolddsanak nulla komponensekkel valé kiegészitéseként,
ahol M’ az M egy [(r(M) x (r(M)]-es nemszinguléris részmatrixa és b jeloli
a b azon részét, amely az M’ sorainak felel meg, Médrmost, ha M TU-métrix,
akkor a nemszinguldris M’ determindnsa +1 vagy —1. A Cramer szabdly
szerint, miutdn & egész, az egyértelmil ' megoldds is az. o

3.3 Lemma. Legyen c tetszdleges (nem feltétlendil egészértékii) vektor. Bar-

mely ,
w=(g)

TU-mdtrizszal megadott K = {z : Px =0, Qz < 0} metszet-kipnak, ha van
olyan ' eleme, amelyre cx’ > 0, akkor K-nak van ilyen (0, £1)-értéki eleme
35.

Bizonyitds. Mivel z' pozitiv szdmszorosa is K-ban van, feltehetd, hogy z'
maga olyan, hogy minden komponense a [-1, +1] zdrt intervallumba esik.
Vagyis a

ﬁlﬂ...._|HUMHmAH_..._.—V_ Pz =0, Qz <0 ﬁwv

rendszer &ltal meghatdrozott korldtos poliédernek z’ olyan eleme, amelyre
ez’ > 0. Ekkor az el6bb emlitett tulajdonsig szerint van olyan z* erds bazis-
megoldésa (8)-nak, amelyre cz* > cz’. A 3.2 lemma miatt =¥ egészértékil,
azaz minden komponense 0, 1. o
A Farkas lemma (egyik valtozata) azt mondja ki, hogy a (7) és az aldbbi
(9) linedris rendszerek koziil pontosan az egyik oldhaté meg. Amennyiben a
szerepld M métrix teljesen unimoduldris, a megolddsokrol tébb mondhatd:

w.ﬁﬁm‘wm_.Hmnwmw%mh‘aom@gNgH mMu mdtrir teljesen unimoduldris,

Ha a (7) primdl probléma oldhatd meg és a korldtozd b vektor egész, akkor
(7)-nek van egész megolddsa is. Ha az

dudlis probléma oldhatd meg, aholy = (yo,y1), akkor van (0, £1)-értékil y
megoldds is {figgetlentil b egészértéhiisigétdl).

Bizonyitds. A tétel elsé fele kdvetkezik a 3.2 lernmdbdl, és abbdl a médr

emlitett eredménybdl, hogy ha létezik megoldds, akkor létezik erds bazis-
megoldss is. A tétel mésodik fele pedig a 3.3 lemma kozvetlen folyomdnya. O
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3.5 Tétel. Ha a max(cz : Pz = bp,Qx < by) linedris programozdsi problé-
mdnak létezik megolddsa, tovdbbd ha az M = AMV mdtriz teljesen unimodu-
léris és b egész, akkor az optimum egész vektoron is felvétetik (figgetiendil
attdl, hogy ¢ egészértékil vagy sem).

Bizonyitds. Miutén az optimum erds bézis-megolddson is felvétetik, a 3.2
lemmabdl az eredmény kovetkezik. o

Alkalmazdsként elészor levezetjik Kénig tételét.

A 2.1 tétel bizonyitdsa. Nyilvin minden grafra v < 1. Az egyenléség ige-
zolisdhoz azt kell kimutatnunk, hogy pédros grafban létezik olyan parositas
és olyan lefogé pontrendszer, melyek elemszdma megegyezik.

A péros graf incidencia métrix4t jeldlje A, amelyben a soroknak a graf
pontjai, az oszlopoknak a graf élei felelnek meg. Tekintsiik a kivetkezd
primél-dudl linedris program pért:

max(lz: Az <1,z >0), (10)

min{ly :yA>1,y>0). (11)

A 3.5 tétel szerint mindkét programnak az optimuma egész vektoron felvétetik
Jelsljiik ezeket rendre zo-lal és yo-lal. (10} minden egészértékl megoldasa
0 — 1 értékii, és rogton latszik, hogy (11} minden optimalis egészértékii
megoldésa is 0 — 1 értékil. Legyen M azon élek halmaza, melyeken zo az 1
értéket veszi fel, és legyen L azon pontok halmaza, amelyeken yo az 1 értéket
veszi fel. Az Az < 1 feltétel azt jelenti, hogy M parositds a grifban, mig az
yA > 1 feltétel azt jelenti, hogy L az éleket lefogd pontrendszer. A primél és
duél optimum értékek egyenlésége pedig azt jelenti, hogy [M] = |Lf, ami a
célunk volt. O

Természetesen a primal programban az azonosan 1 célfiiggvény helyett
vilaszthatunk tetszoleges ¢ célfiiggvényt. Ekkor a fenti médszer kiadja a 2.6
tételt, s&t annak utclsé mondatit még az alibbi erésebb alakban: Az opti-
mdlis 7 akkor €s csak akkor vdlaszthatd nemnegativnak, ha a mazimdlis sulyd
pdrositds teljes pdrositdson is felvétetik.

Tovébbi 4ltaldnositésokat kaphatunk, ha a prim4l feladatban a jobboldalt
valamilyen (nemnegativ) b vektornak vélasztjuk. Ennek az a kombinatorikus
jelentése, hogy maximalis koltségii fokszdm-korlatozott részgrafot keresunk.
Természetesen alsd korlatokat is kitiizhetiink a fokszdmokra, mint ahogy kor-
ldtozhatjuk alulrél és felillrél azt, hogy egy élt hany példényban vehetiink be
a keresett részgrafba. Valéjdban nem is érdemes megfogalmazni a kilénbdzd
lehetéségekre vonatkozé min-max tételeket, mert a dualitds tétel és a paros
gréf incidencia matrixdnak teljes unimodularitdsa mar magéban hordozza a
sziikséges informdcidt. :

A szakasz befejezéseként megmutatjuk, hogy a TU-métrixokra vonatkozd
Farkas lemma (3.4 tétel) miként adja ki Hoffman megengedett dram tételét.
Jelsljgn D = (V, E) egy irdnyitott gréfot. Legyen f: E = RU {—oo} alsd
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kapacitds, g : E — R U {400} felsé kapacitds lgy, hogy f < g. Valamely
# 1 E — R vektorra és § C V részhalmazra legyen p,(8) = ¥ (z{uv) :
uv € E, uv belép S-be) és legyen 6:(5) := p.(V — 5). Az z vektort dramnak
(cirkuldcidnak) nevezziik, ha teljesiil a rd megmaradds: szabdly, azaz g.(v) =
6(v) fennéll minden v csicsra. Az z dramot megengedettnek mondjuk, ha

f<z<g. (12)

3.8 Tétel (A. Hoffman, 1960}. Akkor és csak akkor létezik megengedett dram,
ha
25 (X) € 84(X) minden X CV halmazra. (13)

Tovdbbd, ha f és g egészériékiek, és (13) fenndll, akkor létexik egészértékil
megengedett dram 1s.

Bizonyftds. A szikségesség igazoldsdhoz, tegyik fel, hogy x megengedett
aram. Ekkor 6,(X) — of(X) 2 6.(X) — 0.(X) =0, amibél {13) kévetkezik,

Az elegendSségher tekintsitk az {Az < 0,z < g,—z < —f} rendsgert.
Figyeljiik meg, hogy a jelen esetben egy x vektorra akkor és csak akkor teljesiil
az Az <0 egyenlétlenség, ha Arx = 0. A 3.4 tételt alkalmazva kapjuk, hogy
ka a fenti rendszernek nincs megolddsa, akkor van olyan (v, u, v) (0, 1)-értékd
vektor, amelyre (%) yA+u—v =0 é ) ug—vf < 0. Mivel f < g,
igy minden élre feltehetd, hogy u{e} és v{e) kozil legaldbb az egyik nulla (ha
ugyanis mindkettd 1, akkor mindkettét helyettesithetjik nulldval.)

Jelélje Z' azon z pontok halmazit, ahol az y(z) = 1. Ekkor (*) miatt
minden olyan e élre, amelynek mindkét vége vagy Z-ben vagy V — Z-ben
van, u{e) = v(e) = 0. Tovdbbd minden Z-be beléps e élre v(e) =1, ufe) = 0
és minden 2-bdl kilépd élre v(e) = O,u(e) = 1. Miutdn ug = §,(Z) és
vf = pg(Z), igy {*+) ellentmond a (13) feltételnek.

0

4 Parositasok nem-pdros grafban

Nem-pdros grifokra a maximdlis (silyri} pdrositds meghatirozdsanak prob-
léméja joval nehezebb, mint a pédros esetben. Ebben a fejezetben ismer-
tetjiik azt a doéntden J. Edmondstdl ered elméleti hitteret, amely lehetévé
tette [4] az algoritmusok kidolgozdsat. Maguk az algoritmusok sszetettebbek
anndl, serhogy egy ilyen dsszefoglald cikk keretében véllalkozhatnink a be-
mutatdsukra, ugyanakkor az aldbbi {8 eredményekre mdra mir viszonylag
t6mér bizonyitdsok dllnak rendelkezésre. A kizolt bizonyitdsok Schrijver [17]
munk4jibél valék, némi egyszerisitéssel.

4.1 Maximadlis elemszamii parositdsok

A maximilis elemszdmu parositds meghatdrozdsinak kérdésére Tutte tétele
illetve a Berge-Tutte formula adja meg az elvi vdlaszt. A hiromszdg példaja
mmutatja, hogy a paros grafra vonatkozd esettel szemben, itt médr a pérositdsok
maximélis v elemszdma lehet szigorian kisebb, mint a lefogé pontok mini-
mélis 7 szdma.
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4.1 Tétel (W. T. Tutte). Egy G = (V, E) grifban akkor és csak akkor létezik
teljes pdrositds, ha a cstcsok barmely X részhalmezdt kihagyva o keletkezd
pératlan pontszdmil komponensek g( X} szdma legfeljebb | X|.

Ezt sltaldnositja {birha kénnyen levezethet belSle) a parositdsok maxi-
malis szdmdra vonatkozé Berge-Tutte formula.

4.2 Tétel (Berge-Tutte formula).
V(G) = min(|V] - g(X) +|X|: X SV)/2. (14)

Vagy m@iﬁ&mi. alakban, egqy pdrositds dltal fedetlenil hagyott pontok mini-
mdlis szdma egyenld g(X) — | X|/2 érték minimumdual.

Bizonyitds. Egy bsszefliged grafot (faktor-Jkritikusnak neveznek, ha barmely
pontjat kihagyva a maximslis parositds elemszéma nem csbkken, més széval
minden esticsot elkeriil maximdlis pirositds. A bizonyitds egyszeril indukcid-
val fog kdvetkezni az aldbbi lemmabaél.

4.3 Lemma (Gallai). Ha H = (U, F) grdf kritikus, akkor |U] pdratlan és
v(H) = (U] — 1)/2, azaz H-nak van olyan pdrositdsa, emely egyetlen pontot
hagy fedetiendl.

Bizonyitds. Kritikus gréfnak természetesen nem lehet teljes pirositdsa. Te-
gyiik fel indirekt, hogy H egy maximdlis parositdsa legaldbb két pontot fedet-
leniil hagy, és valasszuk meg ezt az M pdrositdst és a fedetlen s és ¢ pontokat
tigy, hogy a H-beli tévolsdguk minimalis legyen. Ez a tdvolsdg persze nem
lehet egy, azaz s és ¢ nem lehet szomszédos, mert akkor az st élt M-hez véve
nagyobb parositdst kapndnk. Az s-t és t-t Gsszekitd P legrovidebb dtnak
legyen = egy belsd pontja. Mivel H kritikus, létezik z-t elkeriils maximélis M'
pérositds. M és M’ két maximélis elemszdmi parositds, ezért szimmetrikus
differencidjuk diszjunkt alterndlé kérékbél és paros élszamni utakbdl &ll. Ezek
koziil jeldlie R az x-t tartalmazd utat. Ekkor M és R szimmetrikus differen-
cidja egy olyan M" maximalis parositds, amely szabadon hagyja z-t, és lega-
lébb az s és ¢ pontok egyikét, és ez ellentmond az 5,¢ és M vilasztdsdnak. O

Rétérve a Berge-Tutte formula, bizonyitéséra, ldthatd, hogy tetszdleges M
pérositds és X C V halmaz esetén legalabb ¢{X) — |X| pont marad fedetlen,
azaz M legfeljebb |V|—(g(X)—| X[} pontot fed, igy az M elemszdma legfetjebb
(V] — ¢(X) +1X1])/2. Igy (14)-ben v{G) < min kivetkezik.

A forditott irany bizonyitasidhoz V elemszdma szerinti indukcitt alkalma-
zunk. Ha |V| = 0, akkor (14) mindkét oldala 0. Tegyiik fel tehdt, hogy
[V] > 1 és azt, hogy a (14) formula érvényes minden kisebb grafra. Nyilvn
feltehetd, hogy ¢ Ssszefliged. Azt kell kimutatnunk, hogy létezik egy olyan
Xp C V halmaz, amelyre

(G) 2 (V1 - ¢(Xo) + [ Xol)/2 . (15)

1. eset G nem kritikus, azaz van olyan v pontja, amelyet elhagyva a ke-
letkez8 G grafra 1{(G") € v(G) — 1. Legyen V' := V —v. Indukciét haszndlva
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kapjuk, hogy létezik olyan X} € V — v, ameiyre #(G") = (|V'] — ¢'(X}) +
[ X40)/2, ahol ¢'(X}) a G - Xj-ben jeldli a piratlan komponensek szdmat.
Legyven Xp := X} -+ v. Nyilvdn g{Xo) = ¢'(X}). Ezeket dsszevetve kapjuk:

v(G) — 12 v(@) = (V| - ¢'(Xg) + [ X41)/2 = (V] — a(Xo) + [ Xo| = 2)/2,

ami éppen (15).
2. eset G kritikus. A Gallai ilemma alapjén v(G) = (|V] - 1)/2. Tehdt
Xp := 0 valasztéssal

¥{G) = (V] -1)/2 2 (V] - ¢(Xo) + | Xo|)/2,

azaz (15) fenndll.

4.2 A silyozott parositdsok problémaja

Hogyan lehet nempéros grafban egy maximaélis silyd (teljes) pdrositist meg-
talalni, és egyaltaldn mi mondhatd a maximalis silyd pdrositds sdlyardl vagy
a minimédlis kéltségll teljes pérositds koltségérdl? Magyardn, mi Egervéry
tételének nempdros grafos megfeleléje? A megolddshoz J. Edmonds zseniélis
6tlete adja a kulesot. Ennek lényege a kovetkezd. Tekintsiik a teljes pdrositd-
sok (incidencia vektorainak} konvex burkdt. Irjuk ezt le egyenlétlenségekkel,
majd alkalmazzuk a linedris programozds dualitas tételét. A terv nehézsé-
ge persze az egyenltlenségek megtaldldsdban van, de az adott problémdra
Edmondsnak ez fényesen sikeriilt.

Feltessziik, hogy a szerepld grafok hurok-mentesek. Célunk tehdt egyen-
l6tlenségekkel (azaz félterek metszeteként) megadni egy G = (V| E) graf
pdrositdsai illetve teljes parositdsai incidencia vektorainak konvex burkit,
melyeket rendre Bp illetve Brp-vel fogunk jeldlni. Tovdbbiakban rovidség
kedvéért egyszerilen csak pérosftasok konvex burkirdl beszélink. Miutén
tetszdleges politop felirhaté véges sok féltér metszeteként, tudjuk, hogy létezik
ilyen leirds. Ennek explicit megadédsa azzal az elénnyel jdr, hogy a linedris
programozas dualitds tételét alkalmazva egy min-max tételt nyerhetunk a
maximalis sily1d pérositds illetve a minimdlis sulyd teljes parositds silydra.

Péros grdfok esetén a pdros graf incidencia mitrixdnak teljes unimodu-
laritdsa miatt az {z : £ € RE, dz(v) < 1 minden v € V csitesra} poliéder
csicsal egészek, és {gy 0 — 1 vektorok, vagyis pérositdsok incidencia vek-
torai, tehdt ez a poliéder éppen a pérositds poliéder. Hasonléképp, ha a
d:(v) < 1 egyenlbtlenségeket egyenléségekre cserdljik, Ugy megkapjuk a
péros graf teljes parositds poliéderét., Nem pdros graf esetén azonban az
igy kapott poliéderek mar nem irjdk le Bp-t illatve Brp-t. Példdul egy hd-
romszog esetén a mindeniitt 1/2 vektorra d;{v) = 1 teljesiil, de ez nem lehet
Br-ben, mert abban barmely vektorban a komponensek dsszege legfeljebb 1
lehet,

Jeldlje 0 a V legaldbb hdromelemi paratlan elemszami részhalmazainak
rendszerét. Ennek barmely Z tagja olyan, hogy tetszéleges pdrositds legfel-
jebb (|Z| — 1)/2 darab Z Altal feszitett élt tartalmaz és tetsz&leges teljes
pérosités paratlan sok, {gy legaldbb egy élt tartalmaz a [Z,V — Z] vagdshdl.
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4.3 A teljes parositis poliéder

Legyen G = (V, E) teljes parositdssal rendelkezé irdnyitatlan graf. Jeldlje a
teljes parositasok (incidencia vektorainak) konvex burkat Pz. Tekintsiik a
kovetkezd poliédert

P .= (16)
{zeRF 2>0, d.(v) =1 minden v € V csticsra, an
d.(Z) > 1 minden Z € O-ra. } (18)

4.4 Tétel (Edmonds). Brp = P/

Bizonyitds. Paritdsi megfontoldsbdl adddik, hogy egy M teljes parositds és
egy paratlan elemszamud Z halmaz esetén dps(Z) paratlan és igy legaldbb 1.
Emiatt Brp C P'. A forditott irdnyt tartalmazds igazoldsshoz tekintsiink
P'-nek egy = elemét. Errdl fogjuk kimutatni, hogy €154l teljes pdrositdsok
konvex kombinscidjaként.

Feltehetjiik, hogy = minden élen pozitiv, mert azon éleket, ahol 0, kihagy-
hatjuk a grafbdl. Nevezziink egy Z C V halmazt pontosnak (z-re nézve), ha
|Z| paratlan és d.(Z) = 1. Egy pontos halmaz komplementere is pontos, Z
pontos halmaz valédi, ha |Z] > 3,|V — Z| = 3. Jeldlje d(Z,Z") a Z — Z' és

oz

Z' — Z kbzott vezetd élek szdmadt.

4.5 Lemma. He Z és Z' olyan pontos halmazok, melyek metszete pdratlan
elemszdmu, akkor metszetitk és unidjuk is pontos. Tovdbbd iyenkor d{Z,Z') =

0.

Bizonyitds. Ha a metszet paratlan, akkor az unid is, ezért 1 +1 = d.(Z) +
do(Z) = d{Z N Z") +do(ZU Z") +2d,(Z,2") > 1+ 1+ 0, amibdl a lemma
kovetkezik. a

Nevezziink egy M parositdst (az z-re nézve) feszesnek, ha M teljes parosi-
tds és dpr{Z) = 1 fenndll minden Z pontos halmazra. A tétel bizonyitdsdhoz
arra lesz csak szikségiink, hogy létezik feszes pdrositds, de kényelmesebb
kicsit tobbet igazolni:

4.6 Lemma. Minden e = uv € E élhez l6tezik e-t tartalmazd feszes pdrositds.

Bizonyitds. Eldszor nézzitk meg azt az esetet, amikor nem létezik valédi
pontos halmaz. Ekkor azt kell igazolnunk, hogy létezik e-t tartalmazd telies
pérositds, hiszen ez automatikusan feszes. Ha indirekt nem létezne ilyen,
akkor Tutte tétele nyomdn létezik egy olyan A C V — {u, v} halmaz, amelyre
a G — {u,v} — A grafban a paratlan komponensek t szdma nagyobb, mint A
elemszama. Legyen A’ := AU {u,v}, jeldlje a széban forgd pératlan kom-
ponenseket Z,Zs,...,7Z;, és legyen E' az A’ és a pératlan komponensek
kdzétt vezetd élek halmaza. Mivel |V| pdros, ¢ és |A| ugyanolyan paritdsi,
fgy ¢t > |A| + 2 = |A'|. Ekkor egyrészt (E') = S (d.(Z:):1i=1,...,t} > t,
mésrészt {E) € Yo(de(w) : w € A} — z{wv) € 14| — z(uv) < |A], amibdl
|Af| > t adédik, és ez az ellentmondds bizonyitja a lemmat abban az esetben,
ha nincs valédi pontos halmaz.
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Tegyiik most fel, hogy Z; valédi pontos halmaz. Legyen Zp :=V — 2
és jeldlje rendre Gy = (Z) + 29, F1) és Go = (Za + 21, Ea) a Za illetve a Z;
halmazok dsszehiizdsdval keletkezd grafokat, ahol z; a Z; halmaz Gsszehiizd-
séval keletkezé csicsot jeloli. Jelolje x; illetve xo az z vektor megszoritasit
az E illetve az Ep éleire, Miutdn d.(Z;) =1, a G; minden csiicsdra teljesill
dy,(v) = 1. Tovdbbé G; minden paratlan elemszdmi Z halmazdra d,, (Z) >
1

Tegyiik elészér fel, hogy az e = uw él mindkét vége ugyanabban a Z;-ben
van, mondjule Z;-ben. Indukciéval létezik Gi-nek egy M, feszes pdrositasa,
amely tartalmazza e-t. Legyen f' az Mj-nek a zo-t fedd éle. Jeldlje f a
G-nek azt az 8lét, amelybd] a Zy dsszehtzdsakor f' keletkezett és jelolje f7 a
Go-nek azt az 8lét, amely f-b8l keletkezett a Z, Ssszehizdsakor. (Vagyis f”
szomszédos a 2; csicesal.) Indukcidval 1étezik Ga-ben egy f'-t tartalmazd
M, feszes parositédsa. Ekkor M := (M — f)U(My— f") + f teljes pérositdsa
G-nek, amely tartalmazza e-t. .

Abban az esetben, ha e végpontjal kiilonbdzé Z;-khez tartoznak, akkor
Gi-ben létezik €’-t tartalmazd M, feszes pdrositds és Ga-ben létezik &”-t
tartalmazé My feszes pérositds és ilyenkor M = (M; —e') U (M2 —€") +e
teljes pérositdsa (G-nek, amely tartalmazza e-t.

Allitjuk, hogy mindkét esetben M feszes. Valdban, tetszdleges Z C V
paratlan elemszémy halmazra |Z N Z1| és | Z N Z3) egyike pdratlan, mondjuk
iZNZl. A 4.5 lemma alapjén |Z U Z1| és igy |27 — Z| is paratlan és pontos,
tovdbbd |Z M Z3| pontos és d.(Z, Z)) = 0. Emiatt dps(Z M Z1) = dpg, (Z 1N
Z) =1, du(Zs— Z) = dag,(Zo — Z) = 1 és du(Z,Z,) = 0. Ebbdl 1 +
dr(Z) = da(Z1) + du(Z) = dug(Z1 0 Z) + dp(Z1 U Z) + 2dm (20, Z) =
14+ 140, amibdl dps(Z) = 1 kdvetkezik, vagyls M valéban feszes. [

A tétel bizonyitdsdhoz visszatérve, azt feltettilk, hogy = mindentitt pozitiv.
Azt is feltehetjilk, hogy G Osszefiiggd. A tétel nyilvinvaldan igaz, ha G-nek
egyetlen éle van. Tegyiik fel tehat, hogy nem ez a helyzet. Ekkor (%) z-nek
van olyan komponense, amely kisebb, mint 1.

A 4.6 lemima szerint 1étezik egy M feszes pérositds, Tekintsiik az oo =
(z — axm)/(1 — ) vektort. Mivel M teljes pérositds minden v csicsra
dy, (v) = 1 teljesiil barmely o értékre. Mivel M feszes, kicsiny pozitiv o-
ra dg (Z) > 1 fenndll minden pdratlan Z-re. Mivel z mindeniitt pozitiv,
kicsiny pozitiv a-ra z, > 0. Vilasszuk a-t maximélisra tigy, hogy 7, €
vagyis ¢ a legnagyobb olyan szdm, amelyre o < z{e) minden ¢ € F élre
és (dAZ) — adm(2))/(1 — @) > 1 (Konkrétan o = min{e,ae}, ahol
a = minf{z{e) : e € E), és an = min{{(d(Z) — 1))/ (dss({Z) — 1) : Z nem-
pontos pdratlan halmaz.}) Ekkor (%) miatt 0 < @ < 1, 24 € P/ és az
maximalis vilasztdsa miatt vagy z,-nak van 0 komponense vagy z,-ra nézve
szigortian tobb pontos halmaz létezik. Izy indukciéval feltehetjiik, hogy z,
benne van Brp-ben, azaz el6dll teljes parositdsok konvex kombindcidjaként.
De akkor z = axar + (1 — o)z, miatt = is el5all teljes pérositdsok konvex
kombindcidjaként. 0

Tegyitk fel, hogy ¢ : F — Ry egy adoit sily- (vagy koltség) fiiggvény.
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A teljes parositas poliéder lefrdsat és a dualitds tételt felhaszndlva kapjuk az
aldbbi formulét a teljes parositdsok minimalis silyara.
4.7 Tétel (Edmonds}). A teljes pdrositdsok minimdlis silya egyenld oz aldbbi

mazimummal:

max Y _(y(Z): Z CV, | 2| pdratlan) , (19)
ahol y{Z) = 0, ha |Z] > 1 és minden e = uv € E élre

S W(2) 1120 {w v} =1) <cle).

4.4 A pdrositds poliéder

A teljes parositésok poliéderének leirdsdt felhaszndlva egyszertl elemi konst-
rukeis segitségével megadhatjuk a pérositdsok poliéderés. Jelolje i:(Z) a Z
ltal feszitett éleken az x komponenseinek Ssszegét,

4.8 Tétel. Tetszbleges G = (V, E) grdf pérositdsai incidencia vektorai dltal
feszitett politop pontosan a kévetkezd poliéder:

Py:={zcRF:z>0, (20)

dx{v) € 1 minden v € V-re, (21}
i2(Z) € (|Z] = 1)/2 minden pdratlan elemszdmi Z C 'V halmazra} . (22)

Bizonyftds. Egy M parositds = := x s incidencia vektordra nyilvin mindkét
egyenlétlenség fennall, igy a pérositdsok konvex burkdnak elemeire is.
Megforditva, legyen most x egy olyan vektor, amely az egyenlétlenségeket
kielégfti. Készitsiik el a G grafot két példdnyban, melyeket jeldlje G' =
(V',E"), G = (V",E"). Késsilk Sssze a megfelels v’ és v" pontokat egy-
egy éllel és az igy kapott gréfot (a V' U V" ponthalmazon) jeldljik H-val.
Készitsiink el egy y vektort a H grif élein. G minden e élére legyen y(e') ==
y(e") := x(e), ezenkivill minden v € V csticsra legyen y(v'v") :=1 — dz(v).
Allitjuk, hogy v benne van a H teljes pdrositds poliéderében. A definiciébol
nyilvénvalé, hogy d,(u) = 1 fenndll H minden csicsira. Legyen most Z =
A'U B” egy pératlan elemszdmi halmaz. Ekkor 4 — B é B — A egyike
pératlan elemszamd, mondjuk A — B, és gy, iz(A — B} < (J4 - B| - 1)/2
miatt, dy,(Z) > Yld,(v) 1 v/ € (A' = B')] = 2y (A’ — B') ~ d,{A' - BLA'N
B)+d,(A"-B" A"nB") =|A-B|-2i;(A-B) > 1. Ad4tétel miatt y a
H teljes parositdsainak konvex kombindcidja, ami miatt ezen pérositisokat a
G-re megszoritva az = a G pérositdsainak konvex kombinacigjaként 4ll elS. O

Figyeljiik meg, hogy a tétel azzal ekvivalens, hogy a Fy poliéder egész. Ez
ugyanis azzal egyenértékii, lévén F korldtos, hogy Pp csicsai egészek, ami a
(21) miatt azt jelenti, hogy Pp csticsai 0 — 1-vektorok. Miutén a Fp-ban 1évd
(igy (21)-et) kielégité 0 — 1-vektorok pont a pdrositésok incidencia vektorai,
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a tétel valdban azzal ekvivalens, hogy P egész poliéder. A 4.8 tételben
megadott lefrast és a dualitds tételt Ssszetéve, a kivetkezd eredmény adddik.

4.9 Tétel (Bdmonds). Legyen G == (V, E) grdf élein adott a c: E — R
stilyfigguény. A grdf mazimdlis sulyd pdrositdsdnak silye egyenid o

min > w(v) + Y vw(2)(|2] - 1)/2) (23)

veV Ze0

értékéuel, ahol mw: V — Ry, y: © — Ry nemnegativ és minden uwv € E élre

m(u) +w(v) + M@ANV cu,v € Z) 2 cluv) .

rJ

Az Edmonds-féle program a parositdsok esetére tehdt sikerrel jart: egyen-
16tlenségekkel leirtuk mind a pérositasok, mind a teljes parositasok konvex
burkénak poliéderét, és a linedris programozds dualitds tétele segitségével
karakterizdlni lehetett az optimum értékeket.

Ha mindezt algoritmikus szempontbdl is szeretnénk hasznositani, régtén
nagy problémiba. iitkdziink. A széban forgé linedris programokban expo-
nencislisan sok egyenlStlenség szerepel (minden pératlan elernszdmi halmaz
definial egyet). Tehdt példiul egy szda ponti gréfnél egyszeriien le sem tudjuk
explicit frni (elfogadhaté iddben és helyen) ezen egyenldtlenségeket, nem-
hogy mondjuk a szimplex médszer alkalmazasirdl egydltalin beszélhetnénk.
J. Edmonds maésik nagyszabéasi felismerése az volt, hogy az egyenlétlenségek
explicit felsoroldsira valdjdban nincs szikség. Megadott egy olyan direkt,
konstruktiv bizonyitdst a 4.9 dualitds tételre, amely egyittal polinomidiis
futisidejii algoritmust is eredményez. Eljdrdsa az eredeti Magyar Médszer
nagymérvii dltaldnositdsdnak tekinthetd.

Megjegyzendd, hogy amiképp a Magyar Modszer alapgondolata kiter-
jeszthetd a szallitasi feladatra, ugyanigy Edmonds eljdrdsa is 4ltaldnosithatod
minimalis kéltségl fokszdm-korldtozott részgraf keresésére tetszbleges graf
esetén.

4.5 Dudlis egészértékiiség

Paros grafok esetén a parositds poliédert egy teljesen unimoduldris matrix irta
le, és emiatt egész célfiiggvény esetén a dudlis linedris problémanak is mindig
létezett egészértékil optimuma. A 4.4 tételben megadott primdl poliéderrdl,
bér a megadott leiré rendszere nem teljesen unimoduldris, mégis kimutattuk,
hogy egész (merthogy a csiicsai a teljes parositdsok). Ennek nyomdn felvetd-
dik a kérdés, vajon egész ¢ esetén a dudlis feladatnak is mindig ltezik-e egész
optimuma. A vilasz sajndlatos médon nemleges, amint azt a teljes négyponti
gréf mutatja a ¢ = 1 stilyozds esetén. Ekkor a primé! optimum értéke 2 {bér-
mely teljes parositas stilya 2), a dudl optimum egyetlen megolddsa (amint az
kénnyen ellendrizhetd) az, amikor az y mind a négy egyelemi halmazon 1/2,
mésutt 0. Az egészértékil dudlis optimum értéke 1 vagyis kisebb, mint 2.

A Magyar Mddszer és dltalanositésai 33
Ennek fényében meglepd, hogy egészértékil ¢ esetén a 4.9 tételben szerepld
dudlis optimum mindig eléretik egész vektoron is.

4.10 Tétel (Cunningham és Marsh). Legyen G = (V, E) grdf élein adott a
c: B — Z silyfigovény. A grif mazimdlis sulyd pdrositdsdnak silye egyenls

&
min Y w(v) + Y v(2)(2| - 1)/2) (25)
veV Ze
érickével, ahol w: V — Zy, y: O — Z, nemnegativ, egészértékii, és minden
uv € E élre

w(u) +7(v) + > _W(2) v, € Z) > cluv) . (26)

Létezik olyan dudlis optimum, amelyre az O := {Z € O,y(Z) > 0} halmaz
rendszer lamindris {vagyis bdrmely két tagia vagy diszjunkt, vegy az egyik
tartalmazza a mdsikat).

Bizonyitds. Jelblje a maximalis silyd parositds silydt v, Adott (y, =) dudlis
megoldédsra legyen

by,m) =y wv)+ Y y(Z)(12] - 1)/2. (27)

vel Zel

A dualitas tétel trividlis max < min irdnya miatt v, < b(y, 7).

A tétel elsb részének igazolisdhoz tegylik fel indirekt, hogy a min-max
deszefiiggés nem érvényes és valasszunk egy olyan (G, ¢) ellenpélddt, amelyre
a [V| + |E} + ¥ e c{e)| Gsszeg minimdlis. Ekkor minden e élre c(e) = 1

{killénben a nempozitiv élek kitérélhetSk.) A most kivetkezd allitdsok mind
erre a legkisebb ellenpéldéra vonatkoznak.

4,11 Allitds. Minden v csticsot elkeriil mazimdlis silyd pdrositds.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy a v csticsot minden maximalis silyi
pérositds fedi. Ekkor a c-értékeket a v végl éleken eggyel csdkkentve a
maximélis silyi parositds silya is csdkken, éspedig eggyel, azaz a keletkezd
¢ sulyfiiggvényre néave vy = v, — 1. Mivel (G, <) mér nem ellenpélda, igy
létezik egy egészértékii (', ') dudlis optimdlis megoldds, amelyre b(y',7") =
ve. Ha most = értékét a v csicson eggyel megndveljiik, akkor olyan (y', ")
dudlis megolddst kapunk c-re néeve, amelyre v, = vy + 1 = b{y/, %) +1 =
by, ™) > v, amibdl v, = b(y’,7") adédik, ellentmonddsban (G, c) ellen-
példa voltdval. -
4.12 Allitas. Legyen (y,) egy optimdlis dudlis megoldds és M egy mawimdlis
silyd pdrositds. Ekkor M fed minden olyan v csidesot, amelyre w(v) > 0.
Tovdbbd y(Z) > 0 esetén az M-nek azon dlei, melyek Z-be esnek a Z-nek
egy majdnem teljes (azaz {|Z) — 1)/2 elemil) pdrositdsdt adjdk.

Bizonyitds. A 4.8 tétel szerint a primal optimum pérositason felvétetik.
Az &llftds nem més, mint a dual egyenlétlenségeknek megfeleld optimalitdsi
kritérium. d

A fenti két allitdst dsszevetve kapjuk, hogy
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4.13 Allitas. Tetszdleges (y, m) optimdlis dudlis megoldds eseténm=0. O
4.14 Allitas. Létezik olyan (y,m) optimdlis dudlis megoldds, amelyre az
0,:={Zec0,y(Z)>0}

halmaz-rendszer lamindris.

Bizonyités. Induljunk ki egy (y,m) dualis optimumbél. Az y mindeneset-
re vilaszthaté racionslisnak, hiszen egy bézis-megoldds raciondlis és mindig
létezik optimalis bazis-megoldds. (A 4.13 4llitds gszerint 7 = 0.)

Tegyiik fel, hogy Oy nem laminéris, azaz tartalmaz két halmazt, A-t és
B-t, melyckre AN B, A — B, B — A egyike sem iires. Allitjuk, hogy |A N B|
pératlan. Ha ugyanis paros lenne, akkor egy v € AN B cstcsra a 4.12 allitas
elsd része miatt létezik maximaélis silyd v-t elkeriild M pérositds. Masrészt,
a 4.12 illitds masodik része miatt M-nek A-ba illetve B-be est élel teljes
pérositdsit adjask A — v-nek illetve B — v-nek, de akkor |A N B — v| péros.

Jeldlje az y(A) és y(B) értékek minimumét o, és cskkentsiik mind y(A4)-t,
mind y(B)-t a-val. Most |AN B} paratlan, igy persze |AU B is az. Néveljiik
y(AU B)-t a-val, és amennyiben [A N B| > 3, dgy y(A N B)-t is noveljitk
a-val, Ezt az 4talakitist egy kikeresztezési lépésnek nevezzik. Konnyen
ellendrizhetd, hogy a létrejové (i, ') teljesiti (26)-ot. Azt sem nehéz beldtni,
hogy b(y,m) = b(y',n'), azaz (¥, ') is optimalis dudlis megoldés.

Tsmételiiik ezt az eljirdst egészen addig, amig a széban forgd Z, halmaz-
rendszer nem lamindris. Allitjuk, hogy a kikeresztezési eljirds véges sok lépés
utdn véget ér. Ezt elég csak arra az esetre igazolni, amikor y egészértékil,
mert ha nem az, akkor komponenseinek koz6s nevezdjével felszorozhatjuk.
Egy kikeresztezési lépésnél a 3 (¥(Z)|Z| : Z € O} Gsszeg vagy véltozatlanul
marad (amikor |A N B| > 1) vagy csokken (ha |40 B| = 1). Vildgos, hogy
ezen utébbi eset csak véges sokszor fordulbat eld. Az elsd esetben viszont a
S22 : Z € O) kiséré dsszeg szigorian nd, igy véges sok ilyen lépés
utdn a S(¥(2)1Z| + Z € O) Gsszegnek kell véltoznia, tehdt kikeresztezési
lépéshdl valdban csak véges sok lehet. |

Rendelkezésiinkre a1l tehdt egy (y, m = 0) dudlis optimalis megoldés,
amelyre (O, lamindris. Mivel (G, ¢) ellenpélda, y nem egészértékil, azaz van
olyan A € Oy halmaz, amelyre y(A) nem egész, azaz 8 = y(A4) — (4]
pozitiv. Tegyilk fel, hogy A maximélis ilyen. Médositsuk most y-t ugy,
hogy y{A)-t csdkkentjik S-val, mig Oy azon tagjain (ha vannak egydlta-
I4n), melyek részhalmazai A-nak és maximalis ilyenek (és melyek a lami-
naritds miatt diszjunktak) az y értéket noveljitk S-val. Az A maximdlis
vélasztdsa és ¢ egészértékiisége miatt igy egy mdésik dudlis megolddst ka-
purnk, de ez ellentmond y optimalis volténak, hiszen ezen valtoztatds sordn a
>xeo, y(X)(| X|—1)/2 bsszeg szigordan csdkken. Az ellentmondés mutatja,
hogy nem létezhet ellenpélda.

A masodik részhez csak azt kell észrevenniink, hogy a fent leirt kikeresz-
tezési eljards az egészértékiiséget nem rontja el, igy egy tetszbleges egész-
értékit dudlis optimumbdl kiindulva végil kapott ,Jarnindris” optimum is
egészériékil. oo
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5 Matroidok

5.1 A mohdé algoritmus

A Magyar Médszer egy mésik irdnyd altaldnositdsdnak ismertetése eldtt ér-
demes felidézni, hogy a kombinatorikus optimalizdldsnak van egy mésik kiin-
dulé pontja is, éspedig Kruskal kbzismert algoritmusa dsszefiiget élsdlyozott
gréf maximélis vagy minimalis sdlyd feszité fijanak meghatarozasira. Ez
az eljdrds az Ggynevezett mohd algoritmus, és szintén alapvetd eredménynek
szémit, mégha jéval egyszeriibb is, mint a Magyar Mébdszer.

Nern meglepé, hogy nemcsak a Magyar Médszernek taldltak kiterjesztéseit,
hanem a mohé algoritmusnak is. Kiderillt példdu!, hogy a mohé algoritmus
valdjaban minden matroidon helyes eredményt ad. A matroid egy olyan
absztrakt struktira, amely egy {S, F) pdrral adhaté meg, ahol F az S alap-
halmaz bizonyos, figgetlennek hivott, részhalmazainak olyan rendszere, a-
melyre érvényesek az ligynevezett figgetlenségi axiémak:

{I1) az lires halmaz fiiggetlen,
(12) egy fiiggetlen halmaz barmely részhalmaza fiiggetlen,

(I3) az S valamennyi Z részhalmazéra, a Z-be esd, Z-ben mar nem bévithets
fiiggetlen halmazok elemszéma ugyanaz a csupin Z-t8l fiiggd r(Z)
szam, (amit a Z halmaz rangjdnak neveznek, mig egy Z-ben maxirmalis
fiiggetlen halmazt Z egy bézisinak).

Példdul egy graf élhalmazdn az erddk, mint fliggetlen halmazok matroidot
alkotnak, vagy egy méatrix oszlopainak halmazén a linedrisan figgetlen rész-
halmazok szintén, A matroidok érdekességét egyrészt az adja, hogy szamos
helyen felbukkannak (néha ugyancsak rangrejtve), mdsrészt matroidokra igen
elegéns, jol hasznélhaté elméletet dolgoztak ki.

A mohé algoritnus segftségével tetszbleges ¢ silyfiiggvényre egy matroid
maximalis silyd bdzisa kiszdmithats. Ehhez tegyiik fel, hogy az S elemei
stily szerint csokkend sorrendben vannak, azaz c{s1) > c{s2) 2 ... 2 c(8n)-
Ebben a sorrendben tekintsiik az elemeket, és az aktudlisan vizsgdlt elemet
akkor vélasszuk ki, ha a mér eddig kivalasztottakkal egyiitt fliggetlen halmazt
alkot. Igazolni lehet, hogy igy bizonyosan maximélis silyi fiiggetlen halmazt
kapurk. Jeldlje r(c) a maximalis sdilyi bézis silydt a c silyfiiggvényre nézve.
Az r(c) tehdt a mohé algoritmus révén kdnnyen szdmolhatd, sét valdjaban
egy egyszerii explicit forméban is felirhaté. Ehhez legyen S = {81,...,8i}

5.1 Tétel. Tetszdleges ¢ esetén a mazimdlis sulyd bdzis r(c) sulydra

(e) = r(S)e(sn) + S r(SHelss) = clsina)]. (28)

ie=1
A matroidok haszndlhatésdga tobbek kozdit azon milik, hogy a mat-

roidok osztdlya szémos miiveletre nézve zart. Példaul a grafoknal alkalma-
zott élelhagyds vagy élosszehizds fogalma édtvihetd matroidokra, vagy egy
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graf sik-dualizdldsa elvezet a dundlis matroid fogalmshoz. Szintén érdekes
tény, hogy a maximélis c-sily bézisok egy M, matroid bézisait alkotjdl.
Ennek rangfiiggvényét az alibbiakban r.-vel fogjuk jelolni. (Egy adott Z
részhalmazra r,(Z) tehdt azt a maximalis szdmot jelenti, ahdny elemmel egy
maximalis stilyd bdzis bele tud metszeni Z-be.)

5.2 Maximadlis elemszdmi k6z0s fiiggetlenek

A mohé algoritmus matroidokon valé helytdlldsdga persze éromteli jelenség,
az algoritmus hatdsugara azonban tdlsdgosan sziik. Példdul piros graf maxi-
malis silyil parositdsdnak kiszdmitdsira nem alkalmas. Masik baj, hogy mar
a feladat kis vdltoztatisdanil is hatdstalannd vélik. Fdkkal kapcsolatosan
példdul meglehetds természetességgel vetddik fel az a kérdés, hogy miként
lehet egy minimalis sdlyd feszit$ fit meghatdrozni, ha eléirjuk, hogy egy
rogzitett s pontban a fidnak a fokszdma elére megadott szdm legyen, vagy
altaldnosabban, megadott korlitok kézé essék. A Lkovetkezd példa mutatja,
hogy ilyenkor a mohd algoritmus mér nem feltétleniil ad jé eredményt. [A
graf legyen a teljes négyes az s, a, b, ¢ pontokorn, az élsilyok legyenek w(sa} =
1, w(sh) = 1,w{sc) = 2,w(ab) = 3,w(bc) = 10,w(ac) = 11. A keresett fa
foka az s pontnél 2 legyen. Ekkor a mohé algoritmus elészir kivalasztja a
két 1 slyn élt sa-t és sb-t, majd mds lehetdsége nem lévén vélasztja a 10
silynd be élt. Az igy kapott fa dssz-sily 12. Ugyanakkor az sc, sa, ab élekbél
116 fa Jssz-siilya csak 5.]

Még nehezebb a kiovetkezd kérdés: mikor létezik egy grafban két disz-
junkt feszit® fa, és ha létezik hogyan lehet megtaldlni azt a két élidegen fét,
melyek Osszkoltsége minimélis. Persze ugyanezt a kérdést kettd helyett bar-
mely k pozitiv egészre megfogalmazhatjuk. S6t még azt az Altaldnositist is
tekinthetjiik, ahol az élhalmazon nem egy, hanem k koltség-fliggvény adott
és gy kell kivdlasztanunk %k élidegen feszitd fét, hogy az i-ediknek az i-dik
koltség-fiiggvényre vonatkozd koltségét tekintiiik, és ezek Osszegét akarjuk
minimalizdlni.

Iranyitott grafokban tlizhetd ki az aldbbi feladat: Hatdrozzunk meg egy
minimdlis kéltségii részgrafot, amelyben minden pont elérhetd egy elére adott
gySkérpontbdl. Altaldnosabban olyan minimadlis koltségli részgrafot keresiink,

amelyben minden pont k élidegen titon elérhetd egy elére adott gydkérpontbdl.

Ezek mind olyan kérdések, melyek kiviil esnek a Magyar Mddszer (vagy
més hdlézati folyamos modell) hatékérén és megolddsukhoz egy 1) elméletre
volt sziikség. A kiindulépont J. Edmonds matroid-metszet tétele, amely a

P

Kénig tétel nagymérvii dltaldnositdsa matroidokra.

5.2 Tétel (Edmonds metszettétele). Az S alaphalmazon adott két matroid.
A kéz6s fiiggetlen halmezok marimdlis elemszdma egyenld a

(i (X) +72(S - X)) (20)

értékkel.
Edmonds tételét néha az alibbi ekvivalens alakban fogalmazzik meg.
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5.3 Tétel (Edmonds). Az § alaphalmazon adoit két matroid, melyek rang-
figguénye ry és ro.  Akkor és csak akkor létezik legoldbb k elemd kozds
fuggetlen halmaz, ha a

rn(X)+m{S—-X) >k (30)

fenndll minden X C S halmazra.

Bizonyitds (Woodall}. A (30} feltétel sziikségessége kézenfekvd, hiszen tet-
széleges F kbzds fiiggetlen halmazra és az alaphalmaz {X;, Xo} particidjéra
fennall, hogy (X1} < | X1 N F| és ro(Xo) € |Xo N F|, amiket 8sszeadva
kapjuk, hogy m (X1} +re(Xe) € |XiNF| + | X2 D.T.; = _mu_

Az elegendéséghez |5| szerinti indukeidt haszndlunk. |S| = O-ra a tétel
nyilvdn igaz, igy tegyiik fel, hogy 5 nemiires és hogy a tétel érvényes min-
den olyan esetben, amikor az alaphalmaz | 5]-nél kevesebb elemet tartalmaz.
Vélasszunk ki egy tetszbleges s € § elemet és legyen & := § —s.

Amennyiben 71 (X’) + r2(§ — X’) > k fennall minden X’ C 5’ részhal-
mazra, indukeié alapjdn az M;|5" és Mp|S" matroidoknak 1étezik & elemi
kozds filggetlenje, amely természetesen M) és Mp-nek is kozos fiiggetlenje.
Igy feltehetjiik, hogy létezik egy X’ C S’ halmaz, amelyre

r(X) (8 —XV<k—1. (31)

Ebbdl kdvetkezik, hogy s nem hurok egyik matroidban sem, mert ha mondjuk
Mi-ben hurok volna, akkor X := X' + s-te 7 {X) +ro(S — X) = (X') +
rg(8° — X') € k — 1, ellentétben (30)-cal.

Hiizzuk most &ssze mindkét matroidban az s elemet. %:EE& hogy a
keletkezd M; - §' matroidok r! rangfiiggvényére r{(¥V') +74(S' -Y') > k —
1 teljesiil minden ¥’ C §' részhalmazra. Alljon ugyanis valamelyik ¥'-re
(Y} + r4(S - V') < k ~ 2. Ez azzal ekvivalens, hogy m (V' +s) — 1+
oS —Y'+5)—1<k—2 azaz

(Y +8)+r(S-Y)<k. (32)

Figyeljiik meg, hogy X' NY" é X' U{Y” + 5) egymis komplementerei {S-re
nézve), igy (30) alapjdn [r (X' NMY") +r((& —XVYU(S-Y))] =2k, é&
hasonléképp X' U{Y" + s) és (§' — X’} N (S~ Y"') egymés komplementerei és
ezért m (X'UY +s)}+r2((8' =X IN(S—Y'}})] = k. Ezt és a szubmodularitast
felhaszndlva (31) és (32) dsszeaddsdval kapjuk, hogy (k— 1)+ &k = {X’) +
P (Y +8)+ra( 8~ X' ) +ra(§ V) =1 (X' N +s)) +r (XU +5)) +
n{{(§' = X1 N(S-Y")) +r2((§' = XV (S =Y")) = [r (X' NY") +ra((5 -
X3S =Y+ [ (XU +8)) +r((S-X)N(S-Y))] = k+k, ami
ellentmondss.

Az M; - & matroidokra tehdt k helyén (k — 1)-gvel teljesiil (30), igy
az indukcids feltevés alapjdn ezen matroidcknak létezik egy k& — 1 elemi F
kbzds fliggetlenje. De akkor F + s az M) és My matroidok k elemil kizos

figgetlenje. o
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5.3 A silyozott matroid metszet probléma

Amint emlitettilk, a mohd algoritmus segitségével adott ¢ : § — R vektor
esetén meg lehet hatdrozni egyetlen matroid maximdlis silyw bazisit. A fen-
tiekben tételt adtunk két matroid kézds fliggetlenjének maximélis elemsza-
méra. Kérdés, mi mondhaté két matroid kozos fiiggetlen halmazainak mand-
malis silydrdl. A probléma elsf megolddsa szintén Edmondstdl szdrmazik.
Mi most egy egyszeriisitett utat kdvetiink: a kapott eredmény Egervary
tételének 4ltalanositdsa. Valdjdban itt tobb kérdés is kitiizhetd: keressiink
maximélis stlyi kdzds fiiggetlent vagy maximélis sily kozds bazist, esetleg
minden széba jovd i értékre kivdncsiak lehetiink a maximélis silyu 7 elemi
kozds fiiggetlen halmazra. E feladatok tébbé-kevésbé ekvivalensek és most a
maximalis silyd kozds bdzis feladatkirével foglalkozunk.

Mir emlitettiik, hogy a maximalis c-silyid bdzisck egy M, matroid bizisait
adjék, és hogy r(c)-t az (28) formula hatdrozza meg. Az aldbbi eldkészitd
lemma arra ad vélaszt, hogy miként viltozik az r(e) fiiggvény, ha ¢ értékeit
egy adott Z halmaz minden elemén eggyel megndveljik vagy lecstkkentjiik.

5.4 Lemma. Legyen az M matroid rangfigguvénye . Adott ¢ : S — Z

egészériékt vektorra és 2 C 5 halmazra legyen ¢t i=c+xgz és¢™ =c—xz.
Ekkor
rict) =r(c) +r.(2), (33)
és
r(e”Y=r(c) —r(S) +r.(§ -2}, (34)

ahol v a mazimdlis silyl bdzisok dltal alkotott matroid rangfiggénye.

Bizonyitds. Az elsd azonossdg igazoldsdhoz rendezziik az S elemeit c-szerint
esokkend sorrendbe gy, hogy egyenld siily elemek esetén a Z elemeit vessziik
elébbre. Mivel e egészértéki, ez a sorrend ¢t silyozds szerint is csdkkend
(azaz kor4bbi elem sélya nagyobb vagy egyenld, mint egy késébbi elemé). Igy
a mohé algoritmus 4ltal szolgaltatott B bézis mind a ¢, mind a ¢* silyozésra
nézve maximdlis silyu.

Ekkor persze r.(Z) > |BN Z|, de itt valSjdban egyenldségnek kell dllnia,
mert ha létezne olyan maximalis c-stilytd B’ bazis, amelyre |B'NZ| > |BNZ|,
akkor et(B) = (B} +|ZNH| > ¢(B) +|Z N B| = ¢T(B), ellentmonddsban
avval, hogy B maximalis c¥-sialyd. Tehdt ».(Z) = |BN Z|, és igy r{et+) =
cH(B)=c(B)+|BNZ| =r{e)r.(2). Xg

A maésodik azonossdghoz elészér figyeljiikk meg, hogy . = ﬁnlm\m, majd
alkalmazzuk az elsé azonossdgot ¢ helyén ¢ ~ xs-re é Z helyén (§ — Z)re.
Kapjuk, hogy r(c”) = r(c — xs iﬁwﬂu.@ = r(c—x5) + Teuxs(S —~ Z) =
e} —r{S) + (5 - 2). x ]

G-

Térjiink most rd a maximalis sulyd kozds bazis kérdésére. Legyen ehhez
adott az S alaphalmazon két matroid, M) és My, tovdbbd egy c: 5 — Z
egészértékll sily-figgvény. Tegyiik fel, hogy az M1 és My matroidoknak van
kbzds bazisa, melynek elemszamit jeldlje k.
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5.5 Tétel 10]. Az My és Ma matroidok kozis bizisainak maezimdlis c-silya

egyendd a min{ry(c1) +r2(cz) : o1 +cp =€, ¢; egészértékd) értékkel, ahol vi(x)
az M; matroidban a mazimdlis z-silyid bdzis sulydt jelsli.

Bizonyitds. Adott B kbzbs bdzis és ¢, co esetén, nyilvin o(B) = ¢ (B) +
c2(B) £ ri{e1) 4+ ro{eg), amibdl a max < min irdny kévetkezik. Ebbdl a
becslésbél az is kiolvashatd, hogy az egyenltség igazoldsdhoz a c-nek olyan
¢1+ ¢z felbontdsét kell taldlnunk, amelyre létezik M;-nek és Mo-nek olyan B
kézds bézisa, amely

(%) egyszerre az M) -nek mazimdlis 1 -sulyii bdzisa és az My-nek marimdlis
co-stlyy bdzisa.

Legyen ¢, €s cz a c-nek olyan egész felbontdsa, amelyre 7 (c;) + ra{cy)
minimalis. (Miutdn ¢; egészértékil és tetszdleges B kbzds bézisra c(B) alsé
korlét ry(c1) + ra(cg)-re, & széban forgd minimum létezik). Jelélje M az M;
matroid maximaélis ¢;-stilyd bazisai dltal alkotott matroidot (i=1,2), miga
megfeleld rangfiiggvényeket jeldljiik ri-vel.

5.6 Lemma. Az M| és Mj matroidoknak van k elemd kézos fiiggetlen hal-
maza.

Bizonyftds, Az Edmonds féle metszet tétel szerint, ha nem létezik k elemil
kdz8s fliggetlen halmaz, akkor van olyan Z € § halmaz, amelyre

PUZ) + (S — 2) < k. (35)

Legyen cf :=¢) + xz és ¢5 = ¢a — xz. Alkalmazva a (33) formuldt az M,
matroidra és ¢; stlyfiiggvényre illetve a (34) formuldt az M, matroidra és a ¢p
stilyfiiggvényre, azt kapjuk, hogy r1(cf) = ri{e1)+73(Z) és ro(eg ) = rafce) +
5(8 ~ Z) —ra(8) = ra{ca} +r4(5 ~ Z) — k. Mindezeket Ssszevetve az adsdik,
hogy r(ef ) +ra(cy ) = ra(er)+ra(ea) +7(2) +15(S~Z) —k < ri(e1) +ra(ca),
ellentmonddsban ¢; és ey minimélis vdlasztdsival. |

A lemma &ltal biztositott kdzds B bazis tehat teljesiti a () tulajdonsagot. 0O
Erdemes kiilén is megfogalmazni a (*) tulajdonsdgot.

5.7 Kovetkezmény. Amennyiben két matroidnak van kiézés bizise, tigy
tetszdleges ¢ egészériéki; silyozdshoz létezik c-nek eqy egészériéki ci + ¢ fel-
bonidsa valamint o két matroidnak eqy B kézds bdzisa vigy, hegy B mazimdlis
¢1-silyd bdzisa Mi-nek és mazimdlis cg-sulyd bdzisa Mo-nek. a

A maximalis silyd kdzds fiiggetlen halmaz silyira is megéliapithatunk
egy formuldt. (Fekete Zsolt és Makai Marton doktorandusz haligatdk segit-
ségét a bizonyitds kidolgozdsaban eziton is készonom.)

5.8 Tétel. Az § alophalmazon adott két matroid és egy ¢ nemnegativ egész-
mﬁ&&. suly-fligguény. A maximdlis sulyd kézs fiiggetlen halmaz silya egyenld
amin{ri(c;} +ro(ca):er-teoa=c, e1 20, e >0, ¢; egész } értékkel.



40 Frank Andrds

Bizonyftds. Legyen F kozds fuggetlen és legyen ¢; =-0,¢p > 0 olyan, hogy
¢1 -+ 62 = ¢. Ekkor o F) = c1(F) + ¢2(F) € ri(er) +ro{ce), amibdl a max <
min irdny kdvetkezik.

A forditott irdnyhoz azt fogjuk megmutatni, hogy létezik c-nek egy olyan
e1, ¢y egészértékii, nemnegativ felbontdsa valamint egy F kozds flggetlen
halmaz, melyekre F' maximalis ¢;-stlyi fiiggetlen halmaza M;-nek (i=1,2).

Feltehetjiik, hogy minden elem c-silya szigoriian pozitiv és egyik matroid-
ban sincs hurok elem. (Miért?) Legyen R := max(r:i(5),r2(S}) +1 és S egy
R elemii halmaz, amely diszjunkt S-t8l. Legyen M (i =1,2) az a matro-
id, amelyet vigy kapunk, hogy az M; és az 5’-n vett szabad matroid direkt
Ssszegét R-rel csonkoljuk. Terjesszilk ki a c-t az U S'-re dgy, hogy az S ele-
mein legyen ¢ azonosan nulla. Konnyen ldtszik, hogy M:F-ban egy R elemil B
halmaz alkkor és csak akkor bazis, ha B § fiiggetlen M;-ben, és ekkor persze
e(B) = c(BNS). (Specidlisan & nulla silyd bézis.) Ennek megfeleléen My
és M, maximalis silyd kézos fiiggetlen halmazénak a silya egyenld az My
és My matroidok maximalis silyn kézds bézisnak a silydval.

Az 5.7 kivetkezmény szerint 1étezik egy olyan kizos B bizis és e, ¢z egész
felbontésa a kiterjesztett c-nek, hogy B maximélis ¢;-silyd bazisa M} -nak.

5.9 Allitas. ¢; (i = 1,2) vdlaszthats olyannak, hogy 5’ elemein azonosan
nulla.

Bizonyitds. Kimutatjuk, hogy S minden elemének ¢; értéke ugyanaz. Az R
érték vélasztisa miatt BNS” nemiires. Az .S— B sem lehet iires, vagyis B nem
lehet teljesen §'-ben, mert aklkor egyrészt o B) = ( volna, ugyanakkor amiatt,
hogy minden S-beli elem e-siilya pozitiv, és nincs hurok elem, létezik pozitiv
silyd k&zds bazis. A B ezen elhelyezkedése miatt elég kimutatnunk, hogy
egy BNS'-beli z elem és egy §' — B-beli y elem c;-sillya megegvezik. Miutdn
B — x +y egy mésik kozds bézis, kapjuk, hogy e1(y) < ei{), e2(y) < c2(z),
amibdl ¢; (z) + c2(x) = 0 = e1(y) + c2(y) miatt e1(y) = er{z} kovetkezik. O

Feltessziik tehdt, hogy c1 és ¢y azonosan nulla az §' elemein. EbbSl
kivetkezik, hogy minden z € §N B elemre ¢;(x) > 0, hiszen egy y € §' — B
elemre B — z + y bézisa M;t-nak, és ezért ci(x} > ;(y) = 0.

Legyen most z € 5§ — B egy olyan elem, amelyre, mondjuk, &1 {z) negativ.
Noveljitk e{z)-t nulldra, co(z)-t pedig csckkentsik ¢(x)-re. B tovébbra is
maximélis silyl bézis marad H&m. -ban, hiszen egy bdzison kivili elemen
csbkkentettitk a silyt. B maximalis silyd bézis marad M -ban is, hiszen
B minden elemének a c;-sillya nemnegativ és egy negativ silyi elem siilyit
néveltiik nulldra.

Ilyen médositdsokial elérhetjiik, hogy ¢; nemnegativ. Kapjuk, hogy c:-
nek az S-re vald ¢;|S megszoritdsdra nézve az F := BN § kozds figgetlen
halmaz maximalis ¢;|S-stlyd fiiggetlen az M; matroidban. oo

J. Edmonds tovébbi érdente, hogy mind a silyozatlan, mind az dltaldnos
stilyozott esetre kidolgozott egy polinomialis futdsideji algoritmust, amely
egyiittal a tételeinek bizonyitdsira is hasyndlhaté.
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Az Edmonds féle eredeti silyozott matroid-metszet tétel a fentebb sze-
replénél jéval bonyolultabb, gy nem csoda, hogy Edmonds silyozott metszet
algoritmusa (és helyességének bizonyitdsa) pedig kiilbndsen az. A nehézség £8
forrésa abbdl ered, hogy szemben az eredeti Egerviry tétellel, az idevonatkozé
duélis problémat csak meglehstésen bonyolult alakban sikeriilt megadni. A
fenti sily-szétvdgds min-max tétel nemcsak egyszer(i alakd, de lehet8séget
teremtett egy viszonylag egyszeriien megfogalmazhatd és igazolhaté silyozott
matroid metszet algoritmus megaddsara [10]. Ez az algoritmus a Magyar
Mddszer nagyfoki és direkt altaldnositdsinak tekinthetd.

6 Szubmodularis modellek

6.1 Szubmoduldris Aramok

A siilyozott matroid metszet tétel és a rd vonatkozd algoritmus szdmos nehéz
dolog meguldasit tette lehetévé (példaul az elébb felsorolt graf optimalizdldst
feladatokét). De azért nem mindent! Nézziik példdul azt a feladatot, amikor
egy irdnyitott grafot kell erfsen Gsszefiiggévé tenniink minimélis szamd, vagy
altalénosabban, minimélis dsszkdltségli élének Ssszelnizdsival. Egy mdsik
ﬁwHEmmmmﬁmm feladat a kévetkezé: Hatdrozzunk meg egy irdnyftott graf mi-
E.n:m:m Osszkdltségil részgrifjdt, amelyben egy meghatdrozott gydkérponitél
minden mas csicsba vezet & pontdiszjunkt 1it.

Ezek a feladatok mdr a sdlyozott matroid metszet probléma segitségével
sem oldhatdk meg. Kifejlesztettek azonban egy még dltaldnosabb keretet,
E..dm_% magéban foglalja a silyozott matroid metszet problémdt és a minim4lis
koltségili folyamok problémét is. Ez pedig a szubmodularis dramok fogalma,
amelyet Edmonds és Giles vezetett be 1976-ban [7).

Legyen I} = (V, E) irdnyitott graf és & : V - Z egy keresztezd szub-
moduldris fiiggvény, azaz WX) +6(Y) > (X NY) +5(X UY) fennsll minden
wd,mu XY C V halmazpérra, amelyre X MY & V — (X UY) egyike sem
ures. Legyen f és g a digraf élhalmazdn érielmezett egészértékii alsé illetve
fels6 korldt. Egy z : £ — R vektort szubmoduliris dramnak hivnak, ha
maﬁNv ~6:(Z) < b(Z) minden Z C V halmazra fennall. A szubmoduldris
aram megengedett, ha f < z < g. Ha b azonosan nulla, visszajutunk a kézdn-
séges dram fogalméhoz. Edmonds és Giles tébbek kézott megmutatta, hogy
.mmmcvﬁomim\,lm dramok poliédere egész. Hoffman 3.6 megengedettségi tétele
is szépen dtmegy szubmoduldris dramokra [11).

m.m Hmmmw. Teljesen szubmoduldris b esetén akkor és csak ekkor létezik
egészériéki megengedett szubmoduldris dram, ha

o7 (A} - 6,(A) < b(A) (36)

fenndll minden A C V-ra.

Km.ﬁmmﬁmﬁ&m“ hogy ez az eredmény nem csak Hoffman tételét foglalja
magaban, hanem Edmonds matroid metszet tétele is kdzvetlenill adddik.
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Szubmoduldris dramok segitségével sikeriilt elészdr levezetni az alibbi sze-
pardcids tételt {11], amely a klasszikus konvex-konkév elvilasztisi tételek
diszkrét ellenpdrjdnak tekinthetd.

6.2 Tétel. Legyen S alaphalmaz, p* : 2° — Z U {~oa} szupermoduldris
Fiigguény és b 1 25 — Z U {co} szubmoduldris figguény, melyekre w*ﬁsw =
b*(B) = 0 és p* < b°. Ekkor van olyan egészértékd m moduldris fiigguény,
amelyre p* < m < b*. Mds széval, az {z : z(4) < b*(A) minden A C S-re,
(8) = 0} és az {x: 2(A4) = p*(4) minden A C S-re, z(S) = 0} poliéderek
metszete akkor és csak akkor tartalmaz egész pontot, ha p* < b*.

Kideriilt, hogy a Magyar Mddszer alapgondolatai még ilyen Altaldnos
kériilményelk kozé is 4tvihetSk. Evvel kapesolatosan az egyik elsé dolgozat [2]
egy olyan eljdrist ir le, amely specidlis esetként magédban foglalja az eredeti
Magyar Mddszert, annak Ford-Fulkerson féle minimalis koltségii folyamokra
vald kiterjesztését és a fentebb emlitett sulyozott matroid metszet algoritmust
is. Segitségével oldhatd meg algoritmikusan a digrdf erlsen’ dsszefiiggsvé
tevésének eldbb emlitett problémaja, vagy az az érdekes kérdés, hogy egy
irdnyitatlan grafot mikor és miként lehet k-szor élSsszeffiggbvé irdnyitani,
50t e feladatnak még az a koltséges valtozata is kezelhetd, amikor minden él
lehetséges két irdnydnak kéltsége killénbozé, és célunk a minimdlis kdltségi
k-€losszefligpd irdnyitds megkeresése.

6.2 Maég toviabb

Bdrmennyire is 4ltaldnos ez az elmélet, az dsszes ilyen tipusi eredmény azon-
ban még ebbe sem fér bele. Példdul 1995-ben Jordadn Tiborral bebizonyi-
tottunk egy min-max formuldt arra vonatkozélag, hogy egy irdnyitott grifot
hiny 4j él hozzdaddsdval lehet k-szor pontdsszefiiggdvé tenni [12]. Ennek
megfogalmazdsa érdekében legyen D = (V| A) egyszeril irdnyitott graf és
tegyiik fel, hogy a k < |V]| — 1. A V diszjunkt nemiires részhalmazaibdl 8lié
(X.Y) pérra legyen h(X,Y) := |V — (X UY)|. Azt mondjuk, hogy (X,Y)
egyirdnyd, ha nem megy él X-bél ¥V-ba, azaz §(X,Y) = 0, ahol §(X,Y") jeldli
dltaliban az X-bél Y-ba vezetd élek szdmat jeldli.

A Menger tétel segitségével nem nehéz kimutatni, hogy egy DF = (V, A1)
irdnyitott graf akkor és csak akkor k-Osszefiiggs, ha h{X,Y) = & fenndll min-
den (X, Y) egyirdnyii parra. Definidljuk egy (X, Y) par hidnydt: pp:(X,Y) =
(k — R(X,Y))T, ha {X,Y) egyirdnyi, és := 0 killénben. Vildgos, hogy
Pri(X,Y) = (k= k84(X,Y) — h(X,Y))" minden (X,Y) pérra fennall. Disz-
Jjunkt részhalmazokbdl dllé parok egy F csalddjat akkor nevezziik fliggetlen-
nek, ha F barmely két (X, Y), (X', Y") tagjdra az X N X" és ¥ NY" halmazok
egyike legaldbb iires.

6.3 Tétel [12]. A D = (V, A) irdnyitott grdf akkor és csak akkor tehetd

legfeliebb v 4 él hozzdaddsdval k-dsszefliggévé, ha
D (X, Y): (X, Y) € F) <v (37)

fenndll minden egyirdnyd pdrokbdl dlls fliggetlen F esalddra.
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A [12] dolgozat valéjdban egy ennél jéval dltalinosabb, szupermoduliris
fiiggvényekre vonatkozé eredményt mutat be, amelynek szémos egyéb kdvet-
kezménye van, egyebek kozétt Gy6ri Ervin tavolinak ldtszé, nehéz min-max
tétele fiiggdlegesen konvex vizszintes és fiiggdleges szakaszok dltal hatérolt
sikbeli tartomény minimélis szdmd téglalappal tortént fedésérél. Sajnos a bi-
zonyitds nem konstruktiv, és mind a mai napig nem tudjuk, hogy miként lehet
algoritmikusan az Gsszefiiggdség novelés feladatdt hatékonyan megoldani.

Van itt még egy tdjszerti jelenség, A Magyar Médszernek a minden ko-
rébban emlitett kiterjesztésénél lehetséges volt a silyozott esetek kezelése is.
Az Ssszefiiggbség ndveldsénél azonban a sdlyozott valtozat altaldnossdgban
NP-teljes, és csak arra az esetre van megfeleld eredményiink, amikor a sily-
fiiggvény specidlis alakd: egy pontsiilyozds indukslja.

A kérdés fennmarad: létezik-e ezen tételnek és a szubmoduldria Aramok
elméletének kozds altaldnositisa. Egy mdsik, nagyobb lélegzetii kutatdsi
irény annak feltdrdsa, hogy a szubmoduldris dramok elméletét és a péarositasok
elméletét be lehet-e vonni valamiféle kézos ernyd ald.

* k¥

Osszefoglalva megéllapithatd, hogy Egervéary tétele és az arra adott bi-
zonyitdsinak gondolata, bdr egy sziik oldalon lefrhatd, egy szertesgazd el-
méletnek lett kiinduldpontja. Az egész kérdéskdr azért tiinik kiilénosképp
vonzénak, mert gyakorlati kérdések, algoritmikus és tisztdn elméleti vizs-
gélatok metszéspontjdban 4ll, mert szdmos kordbban reménytelennek t{ind
probléma vilt kezelhetévé 4ltala, és mert még mindig nem kevés izgalmas
nyitott probléma forrdsa.
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THE HUNGARIAN METHOD AND ITS EXTENSIONS

One of the earliest appearance of a special form of the linear progeamming dual-
ity theorem is E. Egervary's classical result on the maximum weight of a perfect
matching in a complete bipartite graph. Its elegant proof gave rise to an efficient
algorithm called Hungarian Method. The basic principles of the procedure has
been generalized in several directions such as the maximum weight matching prob-
lem in nonbipartite graphs, the weighted matroid intersection and the submodular
flow problem. In the present work we overview these extensions of the Hungar-
jan Method. As a new contribution, a short proof is given for the weight-splitting
version of the weighted matroid intersection theorem.



