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0. Bevezetés

LAz utobbi iddben kiderilt, hogy a diszkrét programozds és kombinatorika sokkal
szorosabb kapcsolatban van egymdssal, mint ahogy kordbban gondoltik. A kombi-
natorika igen nagy része foglalkozik diszkrét struktiurdk optimalizdcios kérdéseivel,
vagy dtfogalmazhato gy, hogy ezzel foglalkozzon.”

E szavakkal kezd6dik Lovasz Laszlo [41] negyedszazada irodott Grdfelmélet és
diszkrét programozds cimt, a Matematikai Lapokban megjelent 6sszefoglald dolgo-
zata. Jelen munkaban a klasszikusnak szamité eredmények vazlatos ismertetését
kovetGen néhany teriilet azota elért fejlédését szeretném attekinteni. Az els6 rész
dontden grafok OsszefiiggGségeivel, utakkal, fakkal, vagasokkal, folyamokkal kapcso-
latos problémékat vizsgal, mig a méasodik a hattérben megbtvé mélyebb Gsszefiig-
géseket igyekszik feltarni a szubmodularis technika és a poliéderes kombinatorika
elemeinek bemutatasaval.

Egy 0sszefiiggd graf minimalis koltségti feszit6 fajat Kruskal moho algoritmuséa-
val kereshetjiikk meg. Minimaélis koltségii ut konstruédlasara szolgal Dijkstra eljarasa,

1Késziilt az OTKA K60802 sz. palyazata valamint az Ericsson Hungary tamogataséaval.



amikor a koltségek nemnegativak. Paros graf maximalis elemszama pérositasanak
meghatarozéisat az alternal6é utas modszerrel végezhetjiik, mig egy maximalis stulyta
parositast a Magyar Modszer segitségével lehet megtalalni. Hasonl6 elven mtikodé
eljarasokkal kereshetd egy iranyitott graf (roviden digraf) két pontja kozott k da-
rab pont- vagy élidegen tut, illetve ilyenek koziil a minimalis Osszkoltségi. Fzek
kezelésére szolgalnak a folyam és aram (circulation) algoritmusok.

A kombinatorikus optimalizalasnak ezek a kiindul6é pontjai. Maga az elnevezés
elgszor E. Lawler [38] 1976-ban (magyar forditdsban 1982-ben) megjelent kony-
vének cimében fordult el6. A kombinatorikus optimalizalas tipikusan olyan véges
strukturak optimalizalasi kérdéseit vizsgalja, mint a grafok, héalézatok, hipergra-
fok, részbenrendezett halmazok, matroidok. A felvet6dé problémék donté hanyada
NP-nehéz (mint példaul az utazo tigynok, graf szinezés, halmaz lefogés), amikor
polinomialis futéasidejd pontos megoldd algoritmus és/vagy jo karakterizacio léte-
zése nem varhato. Az NP-teljes feladatok tengeréhez képest viszonylag ritkabbak a
polinomialisan megoldhato vagy legaldbbis NP N co-NP-ben 1év6 probléméak. Ilye-
nekrél szélt a harminc évvel ezel6tti szinten Lawler fentemlitett mitive, és ezekrsl
ad szamot A. Schrijver [49] 2003-ban megjelent enciklopédikus igénnyel irodott ha-
romkotetes konyve is. A kettd kozott tobb kitting tankonyv is napvildgot latott
([1, 35, 5]).

A [22] magyar nyelvii dolgozatban osszefoglalast adtam a Magyar Modszer-
r6l és annak két kiterjesztésérsl: nem paros grafok parositasaira és két matroid
metszetére. Ott roviden utaltam ré, hogy az elmélet az elmult hdrom évtizedben
messze tullépett a matroid metszet problémakérén. A jelen munkaban a kombina-
torikus optimalizalas Schrijver konyve altal fémjelzett irdanyzatanak néhany fontos
gondolatét, eszk6zét és eredményét vazolom. A dolgozat cime egyrészt a kiilonféle
témakorok kozotti atjarasokra és kapcsolatokra utal mésrészt azt jelzi, hogy a terii-
let motivaciéiban és az eredményekben kiilonféle 6sszefliggsségi fogalmak jatszanak
kozponti szerepet. Osszefiiggdségi tulajdonsagon intuitiv egy (di)graf utjaira vagy
vagésaira vonatkozo elGirast értiink. Példaul a fa egy olyan élelhagyéasra nézve mi-
nimalis graf, amelyben barmely két pont k6zott vezet ut, vagy ami ezzel ekvivalens,
barmely vagasban van él. Egy masik alapvet6 fogalom a teljes parositésé: ez egy
olyan részgraf, amelyben minden cstics altal meghatarozott vigasban pontosan egy
él van.

A vizsgalandé kérdések alapvetGen 6t csoportba sorolhatok.

1. Részgraf problémak. Adott irdnyitatlan vagy iranyitott grafban keresiink
el6irt osszefiiggGségi tulajdonsaggal rendelkezs részgrafot, esetleg minimalis (vagy
maximaélis) koltséggel. Ilyen feladat a minimalis koltségi feszits fa, a legolesobb ut
probléma és a maximalis (sulyt) parositas feladata is. Részgraf probléma a maxi-
malis folyam feladat és annak koltséges valtozata. Idetartozik a minimalis koltségt
feszit§ fenyd vagy altaldnosabban a minimaélis koltségli gyokeresen k-élosszefiiggd
részgraf keresése. Természetes cél lehet olyan (minimalis koltségii) részgraf meg-
konstruélasara torekedni, amely tartalmaz k élidegen feszits fat. Erdeklédhetiink
egy részbenrendezett halmaz maximalis olyan része irant, amelyben nincs til nagy



lanc vagy tul nagy antilanc. A részgraf problémak kozott gyakori az NP-teljes: ko-
ziliik az egyik legnevezetesebb az, amikor egy grafnak keresiink olyan Osszefiiggs
részgrafjat, amelynek minden pontban kett6 a foka (Hamilton kor probléma). Szin-
tén NP-teljes az a rokon probléma, amely egy digraf minimélis élszami erdsen
Osszefiliggs részgrafjanak megkeresését célozza. Még egy egyszertien hangzo NP-
teljes probléma a két élidegen 1t feladata: keressiink egy digrafban P; és P élidegen
utakat ugy, hogy P; s;-bdl t;-be vezet (i = 1,2).

2. Novelési problémak. Ez a részgraf problémanak mintegy az ellentéte: arra
vagyunk kivancsiak, hogy a kiindulasi (di)grathoz legkevesebb hany 0j élt kell
hozzévenniink, hogy valamely Osszefiiggéségi tulajdonsag 1étrejojjon. Példaul hany
él hozzavételével lehet egy digrafot erésen Osszefliggévé tenni? Meglepd, hogy az
idevonatkozo részgraf probléméatol eltéréen, erre a kérdésre kerek, nem is til nehéz
valasz adhato (Eswaran és Tarjan tétele). Sokkal nehezebb a kérdés, ha példaul a
megnovelt graf k-élosszefliggdségét tiizziik ki célul, de amint latni fogjuk, még ez
is szépen kezelhetd.

3. Iranyitasi problémak. Itt egy iranyitatlan graf éleit kell megirdnyitani ugy,
hogy bizonyos elGirt Osszefiiggbségi tulajdonsagok fennalljanak. Példaul kereshe-
tiink egy grafnak erdsen Osszefiiggd iranyitasat vagy fokszam-el6irt iranyitasat. Cé-
lunk lehet egy iranyitott graf minimalis szamu (koltségii) élének atiranyitasa, hogy
pl. erésen Osszefiiggs digrafot kapjunk.

4. Pakolasi, fedési és szinezési problémak. A pakolasi feladatban megadott
objektumokat kell diszjunkt modon elhelyezni. Egy (di)grafban példaul mikor lé-
tezik k él- (vagy pont-)idegen ut s-bél t-be? Mikor létezik egy grafban k élidegen
feszit§ fa, vagy egy digrafban k élidegen feszits feny6? Mennyi egy digrafban a disz-
junkt egyiranyu vagasok maximalis szama? A fedési feladatban adott objektumok-
kal akarjuk az alaphalmazt fedni. Hogyan lehet egy graf éleit k faval lefedni? Mikor
lehet egy aciklikus digraf éleinek egy F' részhalmazat k iranyitott uttal lefedni?
Végiil a szinezési feladatban az alaphalmazt particionalni szeretnénk megadott ob-
jektumokra. Mikor lehet példaul egy paros graf élhalmazat k darab parositasra
bontani? Mikor lehet egy részbenrendezett halmazt k lancra vagy k antilancra fel-
bontani?

5. Konstruktiv elgallitasok. Valamely tulajdonsag meglétére szolgald bizonyi-
tékok. Példaul egy graf pontosan akkor Osszefiiggs, ha egy pontjaboél kiindulva fel
lehet épiteni élek egymas utani hozzadasaval tgy, hogy minden 1j élnek legalabb
az egyik végpontja meglévé pont. Ennél egy fokkal bonyolultabbak az un. fiilfel-
bontasi tételek, melyek erésen Gsszefiiggd digrafok és 2-szer él- vagy pontosszefiiggd
grafok elgallitasat adjak meg.

Ezen felosztas inkabb csak tajékoztato jellegii és nem jelenti a problémék disz-
osztalyba tartozik, mig egy ekvivalens megfogalmazasa a masikba. Példaul egy graf
maximaélis parositasi feladata éppugy felfoghat6 részgraf problémaként, mint pako-
lasi feladatként. Vagy, egy iranyitasi probléma tekinthetd részgraf problémanak: a



kiindulasi G iranyitatlan graf minden élét két ellentétesen iranyitott parhuzamos
éllel helyettesitve az igy létrejott digrafban az élparok egyik elemét kell eltorolniink.
Megforditva, egy részgraf probléma is gyakran megfogalmazhato iranyitési feladat-
ként. Az 5. szakaszban megmutatjuk, hogy a noévelési és a részgraf probléméak is
szoros kapcsolatban allnak egymassal.

A dolgozat két részbdl all. A mostani els§ részben konkrét, féleg grafokra
vonatkozo erdemények attekintésére keriil sor. A masodik rész célja megmutatni
azokat az altalanos elveket, amelyek az eredmények hatterében allnak és a dol-
gokat miikodtetik. Itt megismerkedhetiink a szubmodularis fiiggvények, matroidok
szerepével, valamint a poliéderes kombinatorika eszkozeivel. Ezek szépen példazzak
a matematikdnak azt a vonésat, hogy jol eltalalt fogalmak bevezetésével gyakran
nehezebb tételekre is rovid, attekinthets bizonyitas adhato.

Nem foglalkozhat a dolgozat a kombinatorikus optimalizalas olyan maés, jol ke-
zelhet6 (azaz NP N co-NP-ben 1év8) és nem kevésbé fontos részeivel, mint amilyen
a perfekt grafok vilaga vagy azon problémak osztalya, amelyekben a paritas jatszik
kozponti szerepet: irdnyitatlan grafok parositésai, atpakolasai, T-kotések, matroid

partner (parity) probléma. E teriiletr6l Schrijver konyvét megel6zéen L. Lovasz és
M. Plummer: Matching Theory cimi konyve [42] ad szép attekintést.

A dolgozat irasakor tobb, gyakran egymaéasnak is ellentmondo célt probaltam
szem el6tt tartani. Erzékeltetni akartam, hogy a kombinatorika idehaza régota nagy
hagyomanyokkal rendelkezé klasszikus teriiletei mellett a kombinatorikus optima-
lizalas is jelentés tudomanyagga valt, amelynek fejlédéséhez olyan hazai nevek jé-
rultak alapvetéen hozza, mint K&énig Dénes, Egervary Jend, Gallai Tibor, Lovasz
Lészlo, Tardos Eva. Meg kivantam mutatni, hogy a kombinatorikus optimalizalas
messze tullépett a tobbé-kevésbé hagyoményos egyetemi tananyagon (moho algorit-
mus, legrévidebb utak, folyamok, Magyar modszer), és szeretném, ha az itt vazolt
eredmények egy része utat talalna az egyetemi oktatésba. Azt is remélem, hogy az
iras kiindulé pontot jelenthet a teriilettel részletesebben megismerkedni szandéko-
zoknak. Ezért vettem be az eredmények puszta ismertetésén til egy-két egyszeriibb,
de jellegzetes bizonyitast is, illetve néhany helyen (példaul a 3. vagy az 5. fejezet
elején) a tomorebb targyalasmodot részletez6bb leirassal valtottam fel.

A cikkben hasznalt jelolések és fogalmak az els§ rész végén 1évs 6. fejezetben
Osszegytjtve szerepelnek.

1. Optimalis részgrafok
Ebben a fejezetben roviden attekintjiikk a kombinatorikus optimalizalas olyan is-

mert kiindulasi problémaéit, mint a legolcsébb ut, a maximaélis salyu feszits fa, a
maximalis parositds vagy a maximaélis folyam feladata.



1.1. Legrovidebb utak

1.1.1. Elérhetoség

Egy s-bol t-be vezetd utat st-utnak hivunk. Ha a D = (V, A) digrafban létezik
s-b6l t-be séta, akkor létezik ut is. Ilyenkor azt mondjuk, hogy ¢ elérhets s-bél.
Algoritmikusan ez azt jelenti, hogy egy st-utat kell konstrualnunk, ha ilyen létezik,
illetve egy konnyen ellendrizhetd bizonyitékot arra, ha nem. E célbdl nem csupén a
t cstcs s-bol valo elérhetségét, hanem rogton az Osszes csiicsét egyszerre érdemes
vizsgalni. Erre szolgalnak az olyan jolismert bejarasi technikdk, mint a mélységi
(DFS) és a szélességi (BFS) keresés. DFS-sel példaul linearis id6ben meg lehet
keresni egy acikikus digraf csicsainak un. topologikus sorrendjét (ahol csak elére
megy él), mig a BFS hasznalatara példa egy legkisebb élszamu st-ut megkeresése.

Konnyen igazolhato, hogy ha S jeloli az s-bdl elérhetd csiicsok halmazat, akkor
S minden valodi, s-et tartalmazo S’ részhalmazabol vezet ki él, de S-bdl nem,
tovabba létezik S-t feszits s-fenyS. Ebbdl latszik, hogy egy digraf akkor és csak
akkor erdsen Osszefiiggs, ha nem tartalmaz egyirdnyu vagast, azaz ha a cstucsok
minden valédi nemiires részhalmazaba 1ép be él.

1.1.2. Legolcs6bb sétak és utak

Tegyiik fel, minden cstcs elérhets s-bdl. Legyen az éleken adott egy ¢: A — R
koltség- (vagy méasnéven stuly-) fliggvény. Egy P ut c(P)-vel jelolt koltségén az
at éleinek koltségosszegét értjiik. A cél minimaélis koltségii, masnéven legolcsobb
sv-utat talalni. Ha a koltség negativ is lehet, akkor a feladat mér az azonosan
—1 sulyozas esetén is NP-teljes, ugyanis ekkor a legolcsobb ut feladata magaban
foglalja a Hamilton ut probléménak az elGirt végponta valtozatat, ami a tetszGleges
végpontt Hamilton ut problémahoz hasonléan NP-teljes.

Egy s gyokert (nem feltétleniil feszits) F feny6rsl azt mondjuk, hogy leg-
olcs6bb-ut fenyd, ha az F' minden v pontjara az F-ben az s-bdl v-be vezetd
egyértelmd ut egy D-beli legolesobb ut s-bdl v-be. Jelolje ezen ut koltsegét 7 g (v).

1.1.1. allitas. Legyen ¢ > 0. Amennyiben F legolcsébb-iit fenyd és uv olyan V (F)-
b6l V — V(F')-be vezetd él, amely minimalizalja az ilyen élek f6l6tt a mwp(v) + c(uv)
értéket, akkor az F' + uv fenyd is legolcsébb-tit fenyd.

Ezen alapul Dijkstra algoritmusa, amely s-bél kiindulva, élek egyenkénti hozzé-
vételével épiti fel a legolcsobb utaknak egy s-fenyGjét. Az algoritmus bonyolultsaga
O(IVF).

Aciklikus digrafban még egyszeriibb a helyzet, és radadasul tetszéleges ¢ kolt-
ségfiiggvényre épithetiink egy legolcsobb-ut feny6t, mert a pontoknak a fenySbe
keriilési sorrendje nem csak menetkézben deriil ki, hanem azt a DFS-sel el6re ki-
szamitott topologikus sorrend adja. Mivel ¢ lehet negativ is, aciklikus digrafban az
s-b6l t-be vezet6 maximalis silya ut is kiszamithato.

A két specialis eset kozos altalanositasat kapjuk, ha a digraf tetszoleges, de
nem létezik negativ 6sszkoltségil iranyitott kor (roviden negativ kor), masszoval a



koltségfiiggvény konzervativ. Szamos mas alkalmazasban is alapvets, hogy egy
élsulyozasrol el tudjuk donteni, konzervativ-e vagy sem. Egy 7 : V — R fiiggvényt
megengedett potencialnak hivunk, ha

(1.1) w(v) — 7(u) < ¢(uv) fennall minden uv élre.

Jeldlje m;(v) a v-ben végzdds legfeljebb j éli sétak koltségének a minimumat.
Tetsz6leges ¢ esetén j =0,1,2,...,n-re konnyd kiszamitani a 7;(v) értékeket (és
az Sket realizalo sétakat) a mo(v) = 0 és m11(v) = min {71',»(11), min (m; (u) + c(uv) :
uv € E)} rekurzio segitségével. Adodik, hogy minden uv élre 7, (v) < mj_q(u) +
c(uv). Igy ha ¢ konzervativ, akkor ,(v) = m,_1(v) minden cstcsra (ahol n a

pontszam) és m, megengedett potencial. Ha ¢ nem konzervativ, akkor valamely
v-re mp(v) < mp—1(v) és ekkor a m, (v)-t realizalo n éld séta feszit negativ kort.

1.1.2. tétel (Gallai, 1958). A D = (V, A) digraf c élsiilyozéasa akkor és csak akkor
konzervativ, ha létezik m megengedett potencial. Ha rdadasul c egészértékid, akkor m
is vdlaszthaté annak. Konkrétan, ha ¢ konzervativ, ugy m, megengedett potencial.

Ha a m,(v) megengedett potencial mar rendelkezésre all, akkor Dijkstra algo-
ritmusat alkalmazhatjuk miniméalis koltségti P Gt megkeresésére a é(uv) := c(uv) —
(V) + 7, (u) (nemnegativ!) koltség-fliggvényre nézve. Ekkor P automatikusan mi-
nimélis c-koltségi ut lesz, hiszen barmely s-bdl ¢t-be vezetd at c-koltségének és c-
koltségének az eltérése ugyanaz az uttol figgetlen m,(¢) — 7, (s) szam.

1.1.3. tétel (Duffin, 1962). D digrafban konzervativ ¢ koltségfiiggvény esetén az
s-bdl t-be vezetd legolcsébb it kiltsége egyenls a max {W(t) —7(s) : m megenge-
dett potenciél} értékkel. Ha rdadasul c egészértékii, az optimalis 7 is valaszthato
egészértékiinek.

Késtbbi altalanositas céljabol érdemes a tételt ekvivalens alakban megfogal-
mazni. Egy z: 2V 7% — R, halmazfiiggvényt c-megengedettnek neveziink, ha
t¢ X esetén z(X) =0 és

(1.2) cle) > Z [2(X) : e belép X-be] minden e € E élre.

1.1.4. tétel. D digrafban konzervativ c¢ koltségfiiggvény esetén az s-bél t-be
vezetd legolcsébb 1t koltsége egyenls a max{z [z(X) teXCV - 5] Dz oc-
megengedett} értékkel. Raadasul, ha c egészértékii, akkor az optimalis z is véa-

laszthaté egészértékiinek. Van olyan optimélis z, amelyre az {X c2(X) > O} hal-
mazrendszer lanc.



1.2. Minimalis koltségt fak és fenysk

1.2.1. Fak
A graf optimalizalasi feladatok koziil a legkorabbi egy G = (V, E) 0sszefliggs ira-
nyitatlan graf minimalis koltségl feszité részgraf megkeresését célozza valamely
c: F — R koltségfiiggvényre nézve.

Ez a moho algoritmus kiilonféle valtozataival torténhet, melyek helyességének
igazolésa az aldbbi megfigyeléssel konnyti.

1.2.1. allitas. Jeldlje Ty és Ty két V-t feszitd fa élhalmazat. Ekkor barmely e € Ty
élre van olyan f € Ty él, amelyre mind Ty — e + f, mind Ty, — f + e fa.

1.2.2. tétel. Az eljaras végére kapott feszité fa miniméalis koltségii, ha [Krus-
kal moho algoritmusa:| egymaés utan mindig a legolcsébb élt valasztjuk csak arra
tigyelve, hogy a kivélasztott élek ne feszitsenek kort, vagy ha [Prim algoritmusa:]
egy s pontbdl kiindulva az aktudlisan meglévs részfahoz mindig az abbdl kiléps
legolcsébb élt valasztjuk. [Ovatos vagy dualis moho algoritmus:] Ha egyméas utan
mindig a legdragabb élt toroljiik ki csak arra tigyelve, hogy a maradék graf to-
vabbra is dsszefiiggd legyen, gy a végiil megmarado feszitd fa minimélis koltségii
lesz.

Az 1.2.1. allitasnak érdekes kovetkezménye az alabbi optimalitési feltétel, ami
durvan azt mondja ki, hogy egy fa pontosan akkor optimalis, ha a ,kézelében” nincs
olcsobb fa.

1.2.3. tétel. Egy élsilyozott grafban egy F feszitd fa akkor és csak akkor minimélis
silytd, ha minden e nem-fa él siilya legalabb akkora, mint az F' + e alapkorébdl vett
barmely él siilya.

Egy alkalmazas

A moho algoritmust néha meglepd koriillmények kozott lehet alkalmazni. Segitsé-
gével példaul eldonthets, hogy egy H = (V, &) hipergraf vajon részfa hipergraf-e,
azaz létezik-e egy (V) F) fa gy, hogy minden hiperél F egy részfajat fesziti. Ennek
érdekében minden (u,v) parra legyen c(uv) azon E-beli hiperélek szama, melyek
mind u-t, mind v-t tartalmazzak. Legyen F' maximalis silyu feszit6 fa a V cstcs-
halmazi teljes grafban. Igazolhatd, hogy H pontosan akkor részfa hipergraf, ha
minden hiperéle ezen F' fanak egy részfajat fesziti.

1.2.2. Fenydk

Legyen D = (V, A) iranyitott graf, amelynek egy adott s pontjabol minden mas
pontja elérhetd iranyitott uton, azaz D tartalmaz feszitd s-feny6t. (A kovetkezok-
ben s-fenyén mindig feszits feny6t értiink.) Adott az éleken egy ¢: F — R, nem-
negativ koltségfliggvény. Keressiink minimélis 6sszkoltség (legolesobb) s-feny6t.
Ez a probléma azért is érdekes, mert kénnyen kimutathatéan mind a legolcsébb
utak, mind a legolcsébb fak probléméjat magaban foglalja.



Az els6 megoldo algoritmus Chu és Liu [4] eredménye 1965-bdl. Feltehetjiik,
nincs s-be 1ép6 él, mert egy ilyen él soha sincs s-fenySben. Ha egy s-t6l kiilonb6z6
v pontba belépd valamennyi él koltségét ugyanazzal az o szammal csckkentjiik,
akkor minden s-feny$ koltsége a-val cstkken. Emiatt feltehets, hogy minden s-
t6l kiillonb6z6 pontba 1ép be 0 koltségii él, roviden 0-él. Ha a 0-élek Dy részgrafja
tartalmaz s-feny6t, akkor ennek 0 Osszkoltsége ¢ nemnegativitdsa folytan nyilvan
minimélis. A megoldandoé eset tehat az, amikor Dy nem tartalmaz s-fenyst. A kules
megfigyelés a kovetkezd.

1.2.4. allitas. Dy tartalmaz C iranyitott kért. A C 0-koltségi kort egy pontta
Osszehtizva az s-fenySk koltségének minimuma nem valtozik.

Ez alapjan elegends meghatéarozni az 6sszehuzott D’ digrafnak egy minimélis
koltségii s-fenyGjét, és e meggondolasokat rekurzivan alkalmazva D egy minimalis
koltségii s-fenyGje polinom idében kiszamithato.

Természetesen vetddik fel, hogy létezik-e a minimalis koltségii fenySkre vonat-
koz6 olyan jellegii min-max tétel, mint amilyen Duffin tétele a legolcsobb utakrol?
A valaszt Fulkerson [26] alabbi tétele adja meg, melynek bizonyitasa az 1.2.4. allitas
felhasznalaséval konnyen megadhato.

1.2.5. tétel (Fulkerson, 1974). Az s-feny6k minimaélis koltsége egyenld a
max {Z [2(X): X CV —s]: 2 c—megengedett}

értékkel. Raadasul, ha c egészértékii, akkor az optimalis z is valaszthato egész-
értékiinek. Van olyan optimélis z, amelyre az {X 2 2(X) > 0} halmazrendszer
laminaris.

1.3. Paros grafok maximalis parositasai

Mikor létezik egy paros grafban teljes parositas, illetve, ha nem létezik, mekkora
a legnagyobb? Az élstulyozott esetben maximaélis stlyu teljes parositas megkere-
sésére toreksziink (ez a hozzarendelési feladat), de egyéb valtozatok is érdekesek:
érdeklgdhetiink maximalis silyd parositas vagy maximaélis sulya k éld parositas
megkeresése irant.

1.3.1. Maximalis elemszamu parositasok
A sulyozatlan eset kiindulasi eredménye Kénig Dénes alapvetd tétele.
1.3.1. tétel (Konig, 1931). Egy G = (S,T; E) paros grafban a diszjunkt élek
maximélis v = v(G) szdma egyenlS az éleket lefogé pontok minimélis 7 = 7(QG)
elemszaméaval.

Definialjuk egy X C S halmaz hidnyat a h(X) := | X| — |[(X)| értékkel, ahol

I'(X) jeléli az X szomszédainak halmazat, vagyis T'(X) := {v € T: létezik uv € E
él, melyre u € X}.



1.3.2. tétel (Konig—Ore). A G = (S,T;FE) pédros grafban egy pérositas &ltal
fedetlentil hagyott S-beli pontok minimélis szama egyenl6 az S részhalmazainak
maximalis hidnyaval. (K6énig—Hall) Specidlisan, akkor és csak akkor létezik S-t
feds parositas, ha nincs hianyos halmaz, azaz teljesiil a Hall-féle feltétel:

(1.3) IT(X)| > |X| minden X C S részhalmazra. m

A Koénig-tételbsl egyszert konstrukeio segitségével levezetheté Dilworth [7]
klasszikus eredménye.

1.3.3. tétel (Dilworth, 1955). Egy részbenrendezett halmazban az elemeket fedd
lancok minimaélis szdma egyenld a legnagyobb antildnc elemszaméaval.

1.3.2. Maximalis stlyd parositasok

A G = (5,T; E) paros graf élein legyen adott egy ¢ nemnegativ, egészértékd suly-
fliggvény. Tegyiik fel, hogy G-nek létezik teljes parositasa, és vizsgaljuk meg a maxi-
malis sulyu teljes parositas megkeresésének kérdését. Az élek lefogasanak altalano-
sitasaként nevezziink egy pontokon értelmezett 7 fiiggvényt stlyozott lefogasnak,
ha minden wv élre 7(u) + 7(v) > c(uwv). A 7 silyozott lefogas m (V') 6sszértékén a
> [7(v) : v € V] sszeget értjiik, ahol V =S UT.

1.3.4. tétel (Egervary, 1931). A G = (S,T; E) teljes pérositassal rendelkez6 paros
grafban a ¢ > 0 egészértéki silyfiiggvényre vonatkoz6 maximélis silyt teljes paro-
sités v, silya egyenld az egészértékii sulyozott lefogasok minimélis 1. Gsszértékével.
Amennyiben G teljes paros graf, ugy az optimélis sulyozott lefogas vélaszthato
nemnegativnak is.

Ebbdl egyszert fogassal levezethets a maximalis silya (nem feltétleniil teljes)
parositasra vonatkozo tétel.

1.3.5. tétel. Egy G’ = (S',T'; E') péaros grafban nemnegativ, egészértéki ¢ suly-
fiiggvény esetén a parositdsok maximélis v.. silya egyenlé a nemnegativ (!) egész-
értéki siilyozott lefogdsok minimalis 7/, értékével.

1.4. Diszjunkt utak, k-6sszefiiggés

(Di)grafok magasabb GsszefiiggGségével kapcsolatos alapvets kérdés, hogy mikor 1é-
tezik k élidegen (pont-idegen) st-ut. A H = (V, F') (di)grafban jelolje a (paronként)
élidegen utak st-utak maximalis szamat A(s,t) = A\(s,t; H), mig a belssleg pontide-
gen utakét k(s,t) = k(s,t; H). Ezekre vonatkozik Menger tétele, amelynek kiilonféle
valtozatai ismeretesek, annak megfelel6en, hogy élidegen vagy pontidegen utakat
keresiink iranyitott vagy iranyitatlan grafban. Az iranyitatlan pont-valtozat szar-
mazik Mengertdl, a tobbit elészor Gallai fogalmazta meg és igazolta. Az iranyitott
él-valtozatbol a tobbi verzioé kdonnyen adodik.

1.4.1. tétel (é-Menger). Egy iranyitott (irdnyitatlan) grafban akkor és csak akkor
vezet s-bdl t-be k > 1 élidegen ut, ha minden S st-halmaz kifoka (foka) legalabb k.



1.4.2. tétel (pont-Menger). Egy (iranyitott) grafban, amelyben nincs él s-bdl t-
be, akkor és csak akkor létezik s-bdl t-be k belsdleg diszjunkt (iranyitott) it, ha az
(irdnyitott) st-utakat nem lehet k-nél kevesebb V — {s,t}-beli ponttal lefogni.

A Menger tételek megfelels valtozatabol viszonylag kénnyen adodnak az alabbi
jellemzések.

1.4.3. tétel. (a) Egy H = (V, F) iranyitott vagy irdnyitatlan graf akkor és csak
akkor k-élosszefiiggd, ha barmely pontjabol barmely masikba vezet k élidegen tit,
azaz AMu,v) > k minden u,v € V-re. (b) H akkor és csak akkor k-dsszefiiggs, ha
V| > k+1 ésk(u,v) >k minden u,v € V-re. (c) A D = (V, A) digraf egy kijelolt s
csticsara nézve akkor és csak akkor gyokeresen k-élosszefiiggd (gyokeresen k-pont-
Osszefliggs), ha A(s,v) > k (illetve k(s,v) > k) minden v € V-re.

Kérdeés, hogy algoritmikusan miként lehet a D = (V, A) digrafban s-bél t-be
k élidegen utat talélni, illetve ha nincs megoldéds, miként hatéarozhatdé meg az él-
Menger tétel altal biztositott k-nal kisebb kifoku S halmaz.

A megoldas Gtlete az, hogy D-ben a k élidegen utat nem kozvetleniil probéal-
juk megtalalni, hanem egy olyan D’ = (V, A’) részgraf megkeresésére toreksziink,
amelyben minden v € V' — {s,t} cstcsra (x) o' (v) = d'(v), tovabba ¢'(s) = k és
0'(t) = 0. Nyilvan k élidegen st-ut egyesitése ilyen részgrafot alkot, és megforditva,
egy ilyen részgrafban mindig létezik k élidegen st-ut. Valoban, induljunk ki s-bél, és
amig csak lehetséges haladjunk tovabb addig még nem hasznéalt élek mentén. A fok-
szamokra tett feltételek miatt csak t-ben akadunk el. Igy megtalalunk egy st-sétat,
amelybdl az esetleges koroket kihagyva egy P; st-utat nyeriink. Mivel a Py élei-
nek elhagyasaval keletkezd digrafra (x) tovdbbra is fennall, az eljarast k = §(s)-szer
ismételve megkapjuk a keresett k élidegen st-utat.

Az olyan A’ részgrafot (és az incidencia vektorat is, amelyben egy e élre x(e)
annak megfelelden 1 vagy 0, hogy e benne van-e A’-ben), amely felbomlik & élidegen
st-tutra és korck unidjara a jelen munkaban k-fonatnak fogjuk nevezni. Ennek
altalanositasa a folyam.

1.5. Folyamok és aramok

Legyen a D = (V, A) digrafnak kijelolve egy s forraspontja és egy t nyel6pontja,
melyekre op(s) = dp(t) = 0. Folyamon egy olyan nemnegativ z : A — R, vektort
értlink, amely minden, s-t6l és ¢-t6l kiillonb6z6 pontra teljesiti a megmaradasi
szabalyt, azaz o,(v) = J,(v) fennall minden v € V' — {s,t} csticsra. Amennyiben
még az x < g feltétel is teljesiil egy nemnegativ g : A — R kapacitasfiiggvényre
nézve, ugy megengedett folyamrol beszéliink. A §,(s) értéket nevezziik az x fo-
lyam nagysagénak. Alkalmazasokban gyakran felbukkano rokon fogalom az aramé,
ahol nincsenek kitiintetett cstucsok. Egy z : A — R fliggvényt aramnak (circula-
tion) neveziink, ha minden csticsban teljesiil a megmaradéasi szabaly.

1.5.1. Maximalis folyamok

Az z(uv) szam a folyam értéke az uv € A élen. A {6 kérdés, hogy miként lehet
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meghatarozni a maximaélis nagysagt (roviden maximalis) egészértékd folyamot. A k
élidegen st-ut megkeresésének feladata tehat egy egészértéki k nagysagu, a g =1
kapacitasfiiggvényre nézve megengedett folyam megkeresésével ekvivalens.

Alapvetd az alabbi, L. R. Fordtol és D. R. Fulkersontél szarmaz6 Maximélis-
Folyam Minimélis-Vagas tétel (Max-Flow Min-Cut; MFMC), amely az iranyitott
él-Menger tétel altalanositdsanak tekinthetd.

1.5.1. tétel (Maximalis-Folyam Minimalis-Vagas). A D = (V, A) iranyitott graf-
ban akkor és csak akkor létezik a g kapacitdsra vontakozé k nagysagi megengedett
folyam, ha minden S st-halmazra 6,(S) > k. Ha e feltétel teljestil, g egészértékii és
k egész, ugy a folyam is valaszthato egészértékiinek.

A tételt néha az alabbi ekvivalens alakban emlitik.

1.5.2. tétel. A megengedett st-folyamok maximalis nagységa egyenl6 a d4(S) érté-
kek minimumaval, ahol a minimum az dsszes st-halmazra megy. Ha g egészértéki,
gy a maximum egészértéki folyamon is felvétetik.

A tétel konstruktiv bizonyitasa a jol ismert Ford-Fulkerson féle javito utas
modszerrel torténik, legalabbis amikor g egészértékii vagy racionalis. Az altalanos
esetben legrévidebb javitd utak hasznélataval érhetiink célt, amint ezt Edmonds
és Karp, illetve Dinits kimutattak. Ez erésen polinomiélis futéasideji algoritmust
szolgaltat.

1.5.2. Megengedett aramok

Valamely c¢: A — R koltségfliggvényre vonatkozélag az = aram koltségén a cx
skalarszorzatot értjik.

Legyen f: A — RU{—o0} als6 kapacités, g : A — RU {+oo} felss kapacitas
ugy, hogy f < g. Azt mondjuk hogy az x &ram megengedett, ha f < z < g. Kér-
dés, hogy mikor létezik (egészértéki) megengedett aram, és ha létezik, miképp lehet
meghatarozni egy minimalis koltségiit. Ennek segitségével oldhatdé meg példaul az
an. irdnyitott kinai postas probléma, amelyben egy erdsen Osszefiiggd iranyitott
graf éleit kell minimalis koltséggel gy bejarni, hogy minden élen legalabb egyszer
végighaladunk. Ha z(e) jeloli egy ilyen bejarasban azt, hogy az e élen héanyszor
megylink végig, akkor z teljesiti a megmaradési szabalyt, hiszen minden csticsba
ugyanannyiszor 1épiink be, mint ahényszor onnan ki. A feladat tehéat a legolesobb
(egészérteki) aram meghatarozasaval ekvivalens, amely minden élen legalabb egy.
Megfogalmazzuk az aramokra vonatkozo két alaptételt: az egyik a megengedett
aramok létezésérdl szol, a masik pedig a legolcso6bb megengedett dram koltségérsl.

1.5.3. tétel (Hoffman, 1960). A D = (V, A) digrafban adott f < g kapacitasfiigg-
vényekre vonatkozoélag akkor és csak akkor létezik megengedett dram, ha

(1.4) 07(X) < 04(X) minden X CV halmazra.
Tovabba, ha f és g egészértékiiek és (1.4) fennall, ugy létezik egészértékii megen-

gedett dram is.

11



A minimaélis koltségii megengedett dramra vonatkozo tételt csak a ciklusokra
vonatkozo specidlis esetben mondjuk ki (amelybdl az altalanos eset is kiolvashato).
Cikluson egy Euler-féle részgrafot, illetve annak karakterisztikus vektorat értiink,
roviden egy 0 — 1 értéki aramot. A ciklusok pontosan az élidegen korok egyesité-
seként el6allo részgrafok.

1.5.4. tétel. A D = (V, A) irdnyitott graf élhalmazan adott a ¢ : A — R koltség-
fiiggvény. A legolcs6bb ciklus koltsége egyenls a

(1.5) Z [ex(uv) : uv € A, cq(uv) < 0]

érték maximumaval, ahol c;(uv) := c¢(uv) — 7(v) + 7w(v) és a maximum az Osszes
m: V — R potencidlra megy. Amennyiben c egészértékii, az optimalis 7 is valaszt-
hato6 egészértékiinek. Egy F C A ciklus akkor és csak akkor miniméalis koltségt,
ha létezik olyan m potencial, amelyre c,(e) < 0 esetén e € F, mig c.(e) > 0 esetén
ec A-F.

A maximalis folyam, illetve minimalis vagas meghatéarozasara szolgalo algorit-
mus segitségével el lehet donteni, hogy teljesiil-e (1.4), és ha igen, akkor tudunk
talalni megengedett aramot. Hasonloképp, a minimaélis koltségi folyam feladatra
vonatkozo algoritmus segitségével megoldhaté a minimaélis koltségii megengedett
adram problémaja is. Specidlisan, a k-fonatokra vonatkoz6 algoritmusra tdmasz-
kodva rendelkezésre all egy erésen polinomialis algoritmus legolcsébb ciklus kisza-
mitasara. Az altalanos kapacitasokra esetén a minimaélis koltségii aram vagy folyam
probléméra az els6 erésen polinomialis algoritmus Tardos Eva [50] nevéhez fiiz6dik.
Ez az eljaras joval 6sszetettebb, mint Ford és Fulkerson most kévetkezs algoritmusa,
amely azonosan 1 kapacitdsok esetén ugyan polinomiélis, de az altalanos esetben
nem.

1.5.3. Minimalis koltségii folyamok és fonatok

Folyamok segitségével tehat hatékonyan lehet egy D = (V, A) digrafban k élidegen
st-utat azaz egy k-fonatot keresni, mig Dijkstra algoritmusa egyetlen legolcsobb
st-ut kiszamitasara nyajt lehetGséget. Megannyi gyakorlati feladatban bukkan fel
az igény a kétféle probléma Stvozésére. Vagyis, adott ¢ : A — R koltségfiiggvény
esetén hogyan lehet meghatarozni k élidegen st-utat, melyek 0Osszkoltsége mini-
maélis? Ehhez nemnegativ koltségfiiggvény esetén egy minimalis koltségi k-fonatot
kell kiszamolnunk, azaz egy k nagysagi megengedett egészértékii folyamot a g = 1
kapacitasfiiggvényre vonatkozoan. Valojaban az alabbi algoritmus altaldnos g ka-
pacitasfiiggvényre is kiterjeszthets, de egyszertiség kedvéért, és amiatt, hogy az
élidegen utakhoz amugy is csak erre a specialis esetre van sziikség feltessziik, hogy
g = 1. Az algoritmus, amely a Magyar Modszer kiterjesztésének tekinthetd tovabbi
altalanositasok kiindulé pontja. Nemes eleganciija lenytigozd.

Minden 0 és M kozé esS k egészre szeretnénk talalni egy olyan k-fonatot, mely-
nek kéltsége a k-fonatok kézt minimélis. Egy = fonat kéltségét a cz = Y [c(e)z(e) :
ee€ A} skalaris szorzattal definidljuk. Van egy specialis koltségfliggvény osztaly,
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amelyre a feladat egyszertien megvélaszolhato, és ez segit az altaldnos eset megérté-
séhez is. Legyen 7 : V — Z_ olyan fliggvény a V-n, amelyre w(s) =0 < w(v) < 7 (t)
minden v € V-re. Egy ilyen fliggvényt potencialnak hivunk. Definialjuk a A :
A — R koltségfiiggvényt a kovetkezsképpen

(1.6) Ar(uv) = m(v) — w(u),

és nevezzilk A -t pontindukalt koltségfliggvénynek. Ennek lehetnek ugyan nega-
tiv értékei is, de az bizonyos, hogy konzervativ, hiszen minden kor koéltsége nulla.
Miutan egy st-ut Ar-koltsége 7w (t) — 7(s) = w(t), kapjuk, hogy a A, pontindu-
kalt koltségfiiggvényre vonatkozolag minden k-fonatnak ugyanaz a koltsége, éspe-
dig km(t). Emiatt egy pontindukalt koltségfiiggvénnyel eltolva c-t, az eredetivel
ekvivalens feladathoz jutunk, més szoval az uv € A élekre a

(1.7) cr(uv) == c(uv) — Az (uv)

jelolést hasznalva azt kapjuk, hogy a legolcsobb k-fonat meghatéarozasa szempont-
jabol ¢ és ¢, ekvivalens. A kovetkez6 tétel az altalanos esetre vonatkozik.

1.5.5. tétel (Ford és Fulkerson). A D = (V, A) irdnyitott graf élhalmazan adott

ac: A— Ry koltségfiiggvény. A k-fonatok minimélis koltsége (vagyis k élidegen
st-ut osszkoltségének a minimuma) egyenld a

(1.8) kr(t) + Z [ex(uv) : uv € A, cq(uv) < 0]

érték maximumaval, ahol a maximum az Osszes w: V — R potencidlra megy.
Egy z k-fonat akkor és csak akkor minimalis koltségti a k-fonatok kozott, ha létezik
olyan 7 potencial, amelyre fennallnak a kévetkezd optimalitési feltételek:

(i) cr(uv) > 0= z(uv) =0,
(i) cr(uv) < 0= z(uwv) = 1.
Amennyiben c egészértékii, az optimélis 7 is valaszthato egészértékiinek.

Bizonyitas. Potencialok segitségével egy z fonat cz koltségére az alabbi also kor-
latot nyerhetjiik.

Z c(uv)z(uv) = Z Aq(uwv)z(uww) + Z cr(uv)z(uv) =
=kn(t) + Z [ex(uwv)z(uv) : cx(uv) > 0] + Z [ex(uwv)z(uv) : cp(uv) < 0] >
> kn(t)+ 0+ Z [er(uv) @ cx(uv) < 0].

Ebbdl egyrészt kovetkezik a min > max egyenlGtlenség, masrészt az, hogy egy
k-fonat bizonyosan minimalis koltségii a k-fonatok kozott, ha létezik hozzéa olyan
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7w potencial, amelyre a fenti becslésben minden egyenl6tlenség egyenlGséggel tel-
jesiil, ami viszont pont azzal ekvivalens, hogy fennallnak a tételben megadott (i)
és (ii) optimalitasi feltételek. Emiatt a tétel mindkét része kovetkezik, ha kimu-
tatjuk, hogy minden lehetséges egész k értékre létezik egy k-fonat és egy ehhez
tartozé m potencial (amely egészértékd, ha ¢ az), melyek kielégitik az optimalitési
feltételeket. Ezeket konstrualja meg Ford és Fulkerson minimal-koltséges folyam
algoritmusa, amely a maximalis nagysiga folyam kiszamitésira vonatkozd novels
utas eljaras finomitéasa.

Az eljaras a z = 0 0-fonattal és az azonosan nulla 7 potenciallal indul. Ezutén
a folyam nagysigat noveljiik egyenként, illetve menetkdzben néha a potencialt no-
veljiik agy, hogy az optimalitasi feltételek végig fennallnak. Az algoritmus akkor ér
véget, amikor maximalis nagysagu folyamot, illetve egy minimélis vagéast kaptunk.
Az algoritmus végig megérzi az aktualis folyam egészértékiiségét és amennyiben c
egészértékd, ugy az aktuélis potencialét is.

ITERATIV LEPES. Az altalanos helyzetben adott a z fonat és a 7 potencial,
és ezek kielegitik az (i) és (ii) feltételeket. Megkonstrualunk egy D' = (V, A’) se-
gédgrafot a kovetkezSképpen. D’-nek kétféle éle van: elére és hatra. Egy uv € A’ él
elére-él, ha uv € A, ¢ (uv) =0 és z(uv) = 0. Egy uv € A’ él hatra-él, ha vu € A,
cr(vu) =0 és z(vu) = 1. Legyen S az s-b&l D’-ben iranyitott aton elérhetd pontok
halmaza. Két eset lehetséges.

1. Eset. t ¢ S, azaz t nem elérhets s-bdl.
Legyen
g1 =min{c (w): weA ues, veV-=5 z(w)=0}

és
go=min{ —cp(uwv): weA ueV -5 veS, z(uw)=1},

ahol az lires halmazon vett minimumot co-nek definialjuk. Legyen € = min {61, 52}.
Az optimalitasi feltételek és az S definicidja miatt € pozitiv.

Amennyiben € = 0o, akkor az algoritmus végetér. Ebben az esetben az S-bdl
kilép6 eredeti élek mind telitettek, mig az S-be beléps eredeti élek mindegyikén a
folyam nulla. Igy 6(S) = §.(S) — 0.(S) = 6.(s), vagyis az aktualis z folyam maxi-
malis nagysagu és az S-bdl kiléps élek halmaza minimalis vagast hatéaroz meg.

Legyen most ¢ < 0o, és modositsuk 7-t tigy, hogy minden v € V — S-re néveljiik
7(v)-t e-nal. Az S és az e definici6jabol rogton kapjuk:

1.5.6. allitas. A médositott potencidl és a valtozatlanul hagyott fonat kielégiti az
optimalitasi feltételeket.

Készitsiik el az Gj segédgrafot és ismételjiik meg az eljarast. Figyeljiik meg,

hogy a segédgrafban a (régi) S altal feszitett élek valtozatlanok maradnak és
legalabb egy S-bdl kiléps 0j él keletkezik az ¢ valasztasa folytan. Emiatt az j
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segédgrafban az s-bdl elért pontok halmaza szigorian bévebb lesz, mint S. Ezért
az 1. eset legfeljebb (|V| - 1)—szeri eléfordulasat kévetGen bizonyosan vagy az € = oo
kovetkezik be, vagy pedig az aldbbi 2. eset.

2. Eset. t € S, vagyis t elérheté s-b6l. Legyen P a D’-ben egy s-bél t-be vezetd
irdnyitott at. Modositsuk z-t a kovetkezdképpen. Legyen z’(uv) = 1, ha uv a P-nek
el6re-¢le és legyen z’'(uv) = 0, ha vu a P-nek hatra-éle.

A modositasbol adodik:

1.5.7. allitas. A médositott fonat és a valtozatlanul hagyott potencial kielégiti az
optimalitasi feltételeket.

Az algoritmus leirasat befejeztiik, és ezzel a tétel bizonyitasa is teljes, hiszen
az eljaras véges sok lépés utdn minden lehetséges k-ra megad egy k-fonatot és egy
potencialt, melyek teljesitik az optimalitasi feltételeket. Miutan osszesen M < |A|
folyamnovelésre keriil sor és két folyamndovelés kozott legfeljebb |V| — 1 potencial
valtoztatasra, a fenti algoritmus polinomiélis futasideji. m

1.5.4. Részbenrendezett halmazok lancai és antilancai

Az 1.3.1. szakaszban mar emlitettiik, hogy Dilworth tétele kénnyen levezethetd
a Koénig tételbdl, aminek az az elénye is megvan, hogy az alternéld utas modszer
algorimust ad a minimalis lancfelbontéas és a legnagyobb antilanc meghatarozésara.
A fenti Ford—Fulkerson algoritmus szép alkalmazasaként a Dilworth tétel alabbi,
nagymérvi altalanositasa is algoritmikusan kezelhetévé valik.

Legyen P = {p1,...,pn} részbenrendezett halmaz. Egy lanc elemszaméat néha
a lanc hosszanak nevezik. A leghosszabb lanc hossza a részbenrendezett halmaz
magassaga. A legnagyobb antilanc elemszama részbenrendezett halmaz széles-
sége. Ezekre vonatkozik a Dilworth tétel [7] és a Dilworth tétel polarisa.

1.5.8. tétel (Dilworth, 1955). A P-t fedd lancok minimaélis a = a(P) szdma egyenld
a legnagyobb antilanc elemszamaval, vagyis P szélességével.

1.5.9. tétel (polaris Dilworth). A P-t fedd antildncok minimélis ¢ = ¢(P) szdma
egyenld a leghosszabb lanc hosszaval, vagyis P magassdgaval.

A Dilworth tétel kitejesztéseként megvizsgaljuk, hogy o > 1 antildnc egyesitése
maximum milyen nagy lehet, a polar Dilworth tétel kitejesztéseként pedig azt, hogy
v > 1 lanc egyesitése maximum milyen nagy lehet. Valamely B = {B;, Ba,..., B}
csaladra hasznaljuk az UB = U[B; : i =1,...,k] jelolést. A C, = {C1,Cs,...,C,}
lanc-csalddon v darab diszjunkt nemiires lancbol 4116 halmazt értiink. Jelolje C,, a
v lancbdl all6 lanc-csalddok halmazat, mig C az Gsszes lanc-csalddot magaba foglald
halmazt. Legyen ¢, = max {|UC,|: C € C,}, vagyis ¢, a legnagyobb részhalmaz
elemszama, amely elgall v lanc egyesitéseként (azaz a Dilworth tétel alapjan nem
tartalmaz y-nal nagyobb elemszamu antilancot).
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Az A, ={A1,As,..., A,} antilanc-csaladon a darab diszjunkt nemiires an-
tilancbol allé6 halmazt értiink. Jeldlje A, az « antilancbél allé antilanc-csaladok
halmazat, mig A az Osszes antilanc-csaladot magaban foglalé halmazt. Legyen
(e = Max {| UAyl: Ag € Aa}7 vagyis a, a legnagyobb olyan halmaz elemszama,
amely el6all a antilanc egyesiteseként (azaz a polaris Dilworth tétel alapjan nem
tartalmaz a-nal nagyobb elemszamu lancot).

Dilworth tétele szerint ¢, =n, a polaris Dilworth tétel szerint a. =n. Mi
mondhato ¢,-16l (1 <y <a)ésaq-16l (1 <a<c)?

1.5.10. tétel (Greene és Kleitman, 1976). a, = min {ga + [P —UCy| : C, € C}.

1.5.11. tétel (Greene, 1976). ¢, = min {qv +|P—-UA: Aq € A}.

Miutan egy lancnak és egy antilancnak legfeljebb egy k6z6s eleme lehet, a,, és
¢ legfeljebb akkora, mint a szébanforgd minimum.

Definici6. Az A, = {A1, A, ..., A,) antilanc-csalad és a C, = {C1,Cs,...,C,}
lanc-csalad ortogonalis, ha

(1.9) P = (UA,) U (UC,)
és
(1.10) A;NC;#0 hacsak 1<i<a, 1<j<9y,

azaz a lanc-csalad és az antilanc-csalad egyiittesen lefedi P-t és mindegyik A;
antilanc metszi az sszes C; lancot.

Az 1.5.10. és 1.5.11. tételek nemtrivialis részeit atfogalmazhatjuk az alabbiak
szerint.

1.5.12. tétel. Minden a-ra, 1 < a < ¢, létezik A, € A, és valamely v > 1 egészre
C, € C, amelyek ortogonalisak.

1.5.13. tétel. Minden ~y-ra, 1 <y < a, létezik C,, € C, és valamely o > 1 egészre
Ao € A, melyek ortogonélisak.

Az 1.5.12 és 1.5.13. tételeknek létezik egy kozos altalanositasa, amelynek kiilon
érdekességet ad, hogy a bizonyitésa a fentebb vazolt Ford—Fulkerson féle minimalis
koltségt folyam algoritmus futdsdnak elemzésén alapult.

1.5.14. tétel [18]. A P ={p1,...,pn} részbenrendezett halmaz szélessége legyen
a = a(P), magassaga ¢ = ¢(P). Létezik egy olyan C, | A1, As, ..., Ai, | Ca—1,Ca—2,
coisCasjy | Aiyg1, -y Aiy | Cazji—1y. .. ,Cajy | ... sorozat, amely aCq,Cq—1,...,C
és az Ay, As, . .., A sorozatok dsszefésiilésével keletkezik, ahol C; € C; és A; € A,
és a sorozat barmely tagjara (akar C;, akar A;) fennall, hogy ortogonalis az utolsé
6t megeldz6 ellentétes tipusu tagra. (Vagyis, Aj, As, ..., A;, ortogonalis C,-ra,
Ca-1,Ca—2,...,Cq—j, mindegyike ortogonalis A;, -re, stb.)
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A tételbdl kiolvashato az alabbi érdekes kovetkezmény, amelynek megfogalma-
zésdhoz egy maximalis (azaz a elemszami) antilancot D-antilancnak neveziink.

1.5.15. k6vetkezmény. A diszjunkt D-antildncok maximélis szama egyenld a D-
antildncokat lefogé elemek minimélis szaméaval.

2. Leemelés és kikeresztezés

Atmenetként a kombinatorikus optimalizalas @jabb kelet részei felé, bemutatunk
két olyan alapvets bizonyitasi technikat, melyek megannyi alkalmazasban megke-
riilhetetlennek bizonyulnak. Mindkét idea Lovasz Laszlotol szarmazik.

2.1. Leemelés (di)grafokban

Legyen H = (U, F) iranyitatlan grafnak e = zu és f = zv két szomszédos éle. Azt
mondjuk, hogy a H/ = (U, F —{e, f} + uv) graf a H-bol az e és f élek leemelésével
keletkezett. Analog modon definidlhatjuk a leemelést egy H = (U, F) irdnyitott
grafban is: legyenek e = uz és f = zv iranyitott élek, ekkor definicié szerint Hef =
(U ,F—{e, [} +uv). Konnyen latszik, hogy mind az irdnyitott, mind az irany{tatlan
esetben \(z,y; H) > Az, y; H®f) minden x,y pontpéarra fennall, (ahol \(z,y) az
iranyitatlan esetben az = és y kozott vezetd élidegen utak maximalis szamat jeldli,
mig az irdanyitottban az x-bdl y-ba vezetdkét). Leemeléssel tehat az élosszefliggség
biztosan nem né. Kérdés, hogy mikor nem csdkken. Természetesen a z pontnél a
fokszam csokken, igy csak a (di)graf z-t6l kiilonboz6 pontjai kozotti élosszefliggés
fenntartésa lehet a célunk.

2.1.1. Iranyitatlan leemelés

Iranyitatlan grafokra a valaszt Lovasznak [39] (6.53 feladat) kovetkezd alapvetd
eredménye adja meg.

2.1.1. lemma (Lovasz leemelési lemméja, 1979). A G = (V + z, E) irdnyitatlan
grafban a kijelolt z pont d(z) foka legyen pozitiv és paros. Legyen k > 2 egész és
tegytiik fel, hogy

(2.1) AMz,y;G) > k minden x,y € V pontpérra.

Ekkor minden e = zt élhez létezik olyan f = zv él, amelyekre \(z,y;Gf) >k
minden x,y € V pontparra.

Bizonyitas. Menger tétele alapjan a (2.1) feltevés azzal ekvivalens, hogy

(2.2) d(X) >k minden 0 # X CV részhalmazra,

ahol d(X) jeloli az X halmaz fokszaméat. Ha leemeléskor egy halmaznak cs6kken a
fokszama, akkor 2-vel csokken. Egy X C V részhalmazt nevezziink veszélyesnek,
ha d(X) <k—+ 1
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Legyen S az z szomszédainak halmaza. Egy f = zv él akkor nem emelhet§ le
az adott e = zt éllel, ha v benne van egy t pontot tartalmazoé veszélyes halmazban.
Indirekt tegyiik fel, hogy S lefedhetd t-t tartalmazo veszélyes halmazokkal, és legyen
F a t pontot tartalmaz6 maximalis (azaz nem bdvithets) veszélyes halmazoknak
egy S-t feds rendszere, melyre |F| minimalis.

F nem lehet egytagt, mert ha X olyan veszélyes halmaz, melyre S O X, akkor
dV-X)=d(X)—d(z) < (k+1) —2 =k — 1, ami ellentmondana (2.2)-nek.

Az sem lehet, hogy F = {X,Y}. Ekkor ugyanisk+1+k+1>d(X)+d(Y) =
d(X -Y)+d(Y — X)+2d(X,Y) > k+k+2, amibsl az adédik, hogy 2-bdl egyetlen
élmegy X NY-ba. Az a:=d(2,X —Y) és §:=d(z,Y — x) jelolést hasznélva azt
kapjuk, hogy d(z) = 1+ a + (. Miutan d(z) paros, a # . Legyen mondjuk o > 3.
De ekkor d(V — X) = d(X +2) =d(X) — (a+ 1)+ < d(X) —2< (k+1)—2<
k—1, vagyis V — X megsérti (2.2)-t.

Végiil Lovasz harmas egyenlStlensége segitségével kimutatjuk, hogy |F| > 3
sem lehetséges.

2.1.2. allitas. Egy irdanyitatlan grafban, melynek ponthalmaza U, barmely A, B,
C C U halmazra fennall a kévetkezd egyenlStlenség:

d(A) + d(B) +d(C) >
>d(ANBNC)+d(A—(BUC))+d(B—(AUC)) +d(C - (AUB)) +

+2d(ANBNC,U—-(AUBUCQ)).

Bizonyitas. Az egyenlStlenséget elég egyélii grafokra igazolni. Ilyenekre pedig az
egyenl6tlenség az €l elhelyezkedésétdl fliggs egyszert esetszétvalasztassal ellendriz-
hets. m

Legyen tehat A, B,C az F harom tagja. Az &llitas alapjan 3(k + 1) > d(A) +
d(B)+d(C) = d(ANBNC)+d(A—(BUC)) +d(B—(AUC)) +d(C—(AUB)) +
2d(ANBNC,U—-(AUBUB)) >k+k+k+k+2, ami ellentmond a k > 2 fel-
tevésnek. W W

A négyéld csillag (K4,1) mutatja, hogy a leemelési lemma k& = 1-re nem érvé-
nyes. A teljes négyes (K4) pedig arra példa, hogy a d(z) parosségara tett kikotés
sem hagyhato ki. A 2.1.1. tétel ismételt alkalmazasaval rogton kivetkezik az alabbi.

2.1.3. tétel (Lovasz, 1979). Legyen a G = (V + z, F) irdnyitatlan grafban a z
pont d(z) foka pozitiv és paros, és tegyiik fel, hogy k > 2 egészre (2.1) fennall.
Ekkor a z-vel szomszédos élek parba allithatok tigy, hogy a parok egyszerre torténd
leemelésével kapott G' = (V, E') graf k-élosszefiiggd. W
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2.1.2. Iranyitott leemelés

A Lovasz-féle leemelési tétel iranyitott ellenparja W. Madert6l szarmazik [44].
Hasznélni fogjuk az alabbi azonossagokat.

(2.3) o(X)+oY)=0XNY)+oXUY)+d(X,Y).

(24) oX)+oY)=0(X —-Y)+ oY —X)+d(X,)Y)+o(XNY)—-5§(XNY).

Azt mondjuk, hogy egy D = (V, A) digraf cstucsainak egy U’ részhalmazaban
k-élosszefiiggds, ha barmely U’-beli pontbol barmely masik U’-beli pontba vezet
k élidegen ut. Ez Menger tétele alapjan azzal ekvivalens, hogy

(2.5) o(X) >k, 6(X) > k minden U’-t elvalaszto X C V részhalmazra,

ahol egy X halmazr6l akkor mondjuk, hogy elvalasztja U’-t, ha U' N X # 0,
U' — X # (. (Természetesen az U’ halmaz k-élosszefliggGsége nem egyenértékii
azzal, hogy az U’ &ltal feszitett digraf k-élosszefiiggs.) Az alabbiakban egy olyan
D = (U + z, A) digraffal fogunk dolgozni, amelynek z kitiintetett pontja.

2.1.4. lemma (Mader leemelési lemmaja, 1982). Legyen a D = (U + z, A) digraf
U-ban k-élésszefiiggs (k > 1), és tegytik fel, hogy o(z) = §(z). Ekkor minden e = zt
élhez létezik olyan f = uz él, amelyre az {e, f} élpar leemelésével kapott D¢f digraf
is U-ban k-élésszefiiggd.

Bizonyitas. Egy X C U részhalmazt nevezziink be-pontosnak, ha o(X) =k és
ki-pontosnak, ha §(X) = k. Az X pontos, ha ki-pontos vagy be-pontos.

2.1.5. allitas. Legyen X ésY két pontos halmaz, melyek tartalmazzak a t pontot.
Ekkor X UY is pontos.

Bizonyitas. Készen vagyunk, ha X CY vagy Y C X, igy feltehets, hogy nem ez
a helyzet. Nem lehet, hogy az egyik halmaz ki-pontos, a masik pedig be-pontos,
mert ha példaul o(X) =k és §(Y) = k, akkor az Y := U + 2z — Y és az X halmazra
2k = o(X) + oY) =0o(XUY) +o(XNY)+d(X,Y) > 2k + 1 adddna.

Tegyiik fel most, hogy X,Y ki-pontosak. (A bizonyitas anal6g abban az eset-
ben, ha X,Y be-pontosak). Nem lehet, hogy X UY = U, mert kiilonben X NY =
{z}, és ekkor felhasznalva, hogy o(z) = 0(2), (2.4) alapjan azt kapnank, hogy 2k =
o X)+oY)=0o(X -Y)+oY —X)+d(X,Y) > k+k+1. Ha viszont XUY C U,
akkor (2.5) miatt 2k = 6(X)+d(Y) > 0(XNY)+d(XUY) > k+k, amibdl a lemma
kovetkezik. m

Ha egyaltalan nincs ¢-t tartalmazé pontos halmaz, akkor e = zt-vel barmely
f = uz leemelhets. Ha van ilyen pontos halmaz, akkor a lemma alapjan létezik egy
M egyértelmi maximalis t-t tartalmazo6 pontos halmaz. Nem lehet, hogy minden z-
be 1ép6 él M-bdl jon. Ha ugyanis o(M) = k, akkor 6(U — M) = o(M + z) < o(M) —
1=k —1, ellentétben az (2.5) feltevéssel, ha viszont §(M) = k, akkor o(U — M) =
(M +2) <I(M) —o(2) +6(z) =1 < k—1, ismét ellentétben (2.5)-gyel. Létezik
tehat olyan f = uz él, amelyre u € U — M és ez e-vel leemelhets. ®W W
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Példan megmutathato, hogy a o(z) = §(z) kikotés nélkiil a tétel mar k = 1-re
sem igaz. A 2.1.4. tétel ismételt alkalmazaséaval rogton kovetkezik az alabbi.

2.1.6. tétel (Mader, 1982). Legyen a D = (U + z, A) digraf U-ban k-élésszetiiggd
(k > 1), és tegyiik fel, hogy o(z) = 6(z). Ekkor a z-be belépd és z-bdl kilépd élek
péarba allithatok egymassal gy, hogy a parokat egyszerre leemelve k-élésszefiiggd
digrafot kapunk az U csticshalmazon.

2.2. Kikeresztezés

Szemben a leemelési miivelettel, amely algoritmikus szempontbdl is hasznalhato, a
kikeresztezési eljaras egy tipikusan nem konstruktiv bizonyitéasi technika. A mod-
szert a C. Lucchesi és D. Younger nevezetes tételének Lovasztol szarmazd bizonyi-
tasaval szemléltetjiik.

Nevezzik a D = (V, A) digraf éleinek egy F részhalmazat iranyitott kotésnek
vagy roviden k6tésnek, ha F' elemeit forditva is behtizva (és az eredetieket meg-
hagyva) erGsen Osszefliggs digrafot kapunk. Ez azzal ekvivalens, hogy F elemeit
Osszehtizva erdsen Osszefiiggs digrafot kapunk, vagy még azzal is, hogy F' minden
egyiranyd vagasnak tartalmazza legalabb egy elemét. Cstucsoknak egy nemiires X
részhalmazat nevezziikk magnak, ha nem lép ki beldle él. Az X-be belép6 élek hal-
maza egyiranyi vagast alkot, amelynek X a magja.

Keresztezés-mentes hipergrafok

Keresztezés-mentes hipergrafra egyszeri példat kapunk, ha vesziink egy F iranyi-
tott fat és ennek minden e éléhez tekintjiik azt a V. halmazt, amely a fanak az e
elhagyésaval keletkezd azon komponensét jeloli, amelybe e belép. Az igy keletkezett
hipergraf keresztezés-mentes. Ervényes egyfajta megforditas, melynek bizonyitasa
egyszeri indukcioval térténhet.

2.2.1. allitas. A V részhalmazaibdl all6 tetszéleges F keresztezés-mentes rendszer-
hez létezik egy H = (U, F) iranyitott fa valamint V pontjainak egy ¢ leképezése
U-ba tgy, hogy F tagjai és a fa élei 1-1 értelmiien megfelelnek egymasnak, éspedig
olymédon, hogy tetszdleges e élre ¢~ (U,) az e-nek megfelels halmaz F-ben.

Egyszert mohoé algoritmus segitségével igazolhato, hogy egy irdnyitott fa éleit
meg lehet k szinnel gy szinezni, hogy a fa minden legfeljebb £ éld irdnyitott utjaban
a szinek kiilonbozék. Ebbdl és az el6bbi allitasbol kiolvashaté az alabbi lemma.

2.2.2. lemma. Legyen D = (V, A) irdnyitott graf és H = (V,’H) egy keresztezés-
mentes magokbdl 4116 hipergraf. Ha D minden éle legfeljebb k magba Iép be, akkor
H-b¢l kivalaszthato legalabb [|H|/k| darab mag tigy, hogy a digraf mindegyik éle
legfeljebb egybe lép be kéziiliik.
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Lucchesi és Younger tétele

2.2.3. tétel (Lucchesi és Younger, 1978). Legyen D = (V, A) (irdnyitatlanul 6ssze-
fliggd) iranyitott graf. A miniméalis kotés 7 = 7(D) elemszdma egyenld az élidegen
egyirdnyii vagasok maximalis v = v(D) szdmaval.

Bizonyitas. (Lovész [40]). A v < 7 egyenl6tlenség vilagos, igy csak a forditott irany
bizonyitasaval foglalkozunk. v szerinti indukciot alkalmazunk. Ha ez a szam nulla,
akkor nincs egyiranya vagas D-ben (D erdsen sszefiiggs), és igy 7 is nulla. Tegyiik
most fel, hogy v(D) > 0. Mivel a tétel egyéld digrafra nyilvanvaloan fennall, azt is
feltehetjiik, hogy |A| > 1.

1. Eset. Létezik a digrafnak olyan e éle, amelyre v(D.) < v(D), ahol v(D,) az e
Osszehuzéasaval keletkezd digréafot jeloli. Az indukeios feltevést v(D,)-re felhasznélva
és a trivialis 7(D) < 7(D.) + 1 egyenl6tlenséget megfigyelve nyerjiik, hogy 7(D) <
7(De) +1=v(D.)+1<v(D)<7(D), amibél a kivant 7(D) = v(D) egyenlség
adodik.

2. Eset. A digraf minden e élére v(D.) = v(D). Azaz létezik D-ben élidegen
egyiranyu vagasoknak egy olyan v(D) elemszamu Z, részrendszere, amely tagjainak
egyikében sincs benne az e él. Legyen ezen halmazrendszerek egyesitése J' (ugy
értve, hogy egy X vagas annyi példanyban fordul el§ 7’-ben, ahany olyan e él van
D-ben, amelyre X € Z..) Ekkor J'-nek |A|v(D) tagja van és

(%) D minden éle legfeljebb k :=|A| — 1 tagban van benne.

Alkalmazzuk a kovetkezs kikeresztezési eljarast. Ha J'-nek van két keresztez6 tagja,
akkor helyettesitsiik 6ket a magjaik metszetéhez és univjahoz tartozé egyiranyi va-
gasokkal. Egy ilyen cserénél (x) érvényes marad. Miutan egy kikeresztezés soran a
magok elemszamanak négyzetsszege nd, legfeljebb véges sok 1épés utan egy olyan
keresztezés-mentes J rendszert kapunk, amely |A|v(D) (nem feltétlenil kiilonbozs)
egyiranyu vagasbol all és amelyre (%) fennall. A 2.2.2 lemma szerint J tartalmaz
[171/k] = [1A[v(D)/(|A] = 1) ] > v(D) élidegen egyiranyt vagast, ellentmondas-
ban v(D) jelentésével. A 2. eset tehat nem fordulhat els. ®

Az élkoltséges esetben a Lucchesi—Younger tétel kiterjeszthets egy legolcsobb
kotésre vonatkozo min-max relaciova. A fenti bizonyitasi technika szamos mas he-
lyen is sikerrel alkalmazhat6. Héatranya viszont, hogy nem alakithaté at algorit-
mussa. Mindazonéltal a legolcsébb kotés kiszamitasara létezik erGsen polinomialis
algoritmus [19], bar ehhez mar sziikség van a II. részben bemutatésra keriils szub-
moduléris fliggvények alkalmazasara.
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3. Grafok iranyitasai

3.1. Elemi grafiranyitasi problémak

Mikor lehet egy véros utcait egyiranytava tenni ugy, hogy (a) minden pontbdl el
lehessen jutni minden masikba, (b) e tulajdonsiag még akkor is megmaradjon, ha
akarmely utcat le kell zarni? Nemnegativ egész szamok egy sorozata mikor lehet
egy pingpong kormérkézés végeredménye? Egy bajnoksig koézepén miként lehet
megallapitani, hogy egy csapatnak van-e még matematikai esélye az els§ helyen
végezni? Ilyen jellegl kédések modellezésére szolgal a grafirdnyitési probléma.

Azt mondjuk, hogy az u és v csicsokat 6sszekotd iranyitatlan e = wv élt meg-
irdnyitjuk, ha e-t helyettesitjiikk egy u-bol v-be mend vagy egy v-bél u-ba mend
irdnyitott éllel. Egy iranyitatlan G = (V, E) graf iranyitasan azt értjiik, hogy min-
den élét megiranyitjuk. Néha beszéliink majd vegyes grafok iranyitasarol. Egy gra-
fot akkor neveznek vegyesnek, ha iranyitott és iranyitatlan éleket is tartalmazhat.
Ennek irdnyitdsan azt értjlik, hogy az iranyitatlan éleit megiranyitjuk az iranyitott
élek valtozatlanul hagyasa mellett.

A grafiranyitasi probléméban a kérdés az, hogy mikor létezik G-nek bizonyos
elére adott tulajdonsagokat kielégits iranyitasa. A dolgozatban szerepld valamennyi
el6iras olyan tipust, hogy bizonyos cstcshalmazok befokara tesziink megkotéseket.
Természetesen a kifokokrol is beszélhetnénk, de az X C V halmaz §(X) kifokara
tett el6irasok megfogalmazhatok a komplementer halmaz o(V — X) befokanak nyel-
vén, hiszen a §(X) + o(V — X) = dg(X) érték csak a megiranyitando graftol fiigg.
Osszetettebb kérdés az atiranyitasi probléma, amelyben egy iranyitott grafrol
kérdezziik, hogy legkevesebb hany élének megforditasaval kapunk egy el6irt tulaj-
donsagn iranyitast (vagy altalanosabban, ha az élek atiranyitasanak adott koltsége
van, mennyi a keresett atirdnyitds miniméalis Osszkoltsége). Az atiranyitasi prob-
léma gyakran sokkal nehezebb az iranyitasinal.

Egyszert esetnek tiinik, amikor adott a graf csicsainak egy F részhalmaz rend-
szere és olyan iranyitast szeretnénk, amelyben az F tagjainak befoka legaldbb 1.
Ko6nnyen kimutathaté azonban, hogy a hipergrafok jé 2-szinezhet&ségének kozis-
merten NP-teljes feladata, ahol tehat a ponthalmaz elemeit kell két szinnel gy szi-
nezni, hogy ne legyen egyszini hiperél megfogalmazhato ezen az irdnyitéasi nyelven,
és ezért az iranyitasi problémanak méar ez a speciilis alakja is NP-teljes. Valoban,
legyen H = (U,’H) az a hipergraf, amelynek jo 2-szinezhet@ségét el akarjuk don-
teni. Készitsiik el a H-nak egy izomorf (U’, H') példanyat, ahol U’ diszjunkt U-tol.
Legyen V = U UU’ és alljon a G = (V, E) graf az uu’ élekbsl, ahol u € U ésu’ € U’
egymasnak megfelels elemek. (Vagyis G nem mas, mint egy teljes parositas.) Le-
gyen F := HUH'. Marmost konnyen latszik, hogy egy-egy értelmi kapcsolat van a
H hipergraf jo 2-szinezései valamint G olyan iranyitasai kozott, amelyben minden
F-beli halmaz befoka legalabb 1.

Ilyen értelemben tehat a grafirdnyitasi probléma tual altalanos. Jelen célunk
olyan iradnyitasi problémékat feltérképezni, melyekre j6 karakterizacié adhato.
A legegyszertibbekkel kezdjiik, melyek motivaciot jelentenek a sokkal altalanosab-
bakhoz.
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3.1.1. Erdsen 6sszefiiggd iranyitasok

1939-ben H. E. Robbins [48] vetette fel a kérdést, hogy egy varos utcait mikor lehet
egyiranyusitani (méasszéval megiranyitani) gy, hogy barmely pontbol el lehessen
jutni irdnyitott iton barmely mésik pontba? Itt implicit feltessziik, hogy eredetileg
semelyik utca sem volt egyiranyua (és egy kovetkezs kérdés foglalkozik majd azzal,
ha méar a kiinduléaskor is léteznek egyiranyt utcék, melyek irdnyat nem valtoztat-
hatjuk). Grafnyelven a kérdés az, hogy egy iranyitatlan graf éleit mikor lehet ugy
megiranyitani, hogy erGsen Osszefiiggs digrafot kapjunk, ahol az ersen Osszefiig-
gbség definici6 szerint azt jelenti, hogy a digraf barmely pontjabol barmely masik
ponjaba vezet iranyitott at. Ez a tulajdonsag azzal ekvivalens, hogy a digraf pont-
jainak minden valodi nemiires Z részhalmazabol 1ép ki él. (Természetesen Robbins
irdnyitasi probléméaja pontosan annyira ,gyakorlati” feladat, mint amennyire pél-
daul a paros grafok teljes parositasanak létezését szemlélteté hazassag probléma.)

Ha Z val6di nemiires részhalmazboél nem 1ép ki él, akkor a Z-be belépé élek hal-
mazat egyiranya vagasnak nevezziik. Az erGsen OsszefliggGség azzal ekvivalens,
hogy a digrafnak nincs egyiranyu vagasa.

Az erésen Osszefliggévé iranyitashoz a grafnak mindenesetre osszefliggének kell
lennie, s6t 2-élosszefiiggének is abban az értelemben, hogy barmely él kihagyasa
sem rontja el az OsszefiiggGséget. Ha ugyanis az e = uv élt kihagyva a graf méar

nem Osszefiiggd, akkor e-t mondjuk v felé iranyitva w biztosan nem lesz elérhetd
v-bél.

3.1.1. tétel (Robbins, 1939). Egy G = (V, E) irdnyitatlan grafnak akkor és csak
akkor létezik erdsen Osszefiiggd iranyitdsa, ha G 2-él6sszetfiiggd, azaz ha G barmely
élének elhagyasa utan is Gsszefiiggd marad.

Mai szemmel nézve ez egy egyszert kis tétel. A feltétel elegendGségének igazo-
lasahoz a graf valamely s pontjabol kiindulva mélységi kereséssel hatdrozzunk meg
egy F mélységi fat. Ennek éleit irdnyitsuk s-t6l el felé. A mélységi fa ismert tulaj-
donsaga, hogy a graf minden e = uv nem-fa élének két végpontja kozott az F-ben
vezet6 egyértelmii Ut irdanyitott at. Iranyitsuk e-t v felé, ha v van kozelebb s-hez.
Konnyt igazolni, hogy igy erGsen Osszefiiggd iranyitast kapunk.

Egy alternativ bizonyitas a fiilfelbontasi lemman alapul, amely szerint egy
graf akkor és csak akkor 2-élosszefiiggs, ha elGallithatd egyetlen pontbdél kiindulva
két meglévs pont kozotti 0j él hozzaadasaval és egy meglévs él 4j ponttal torténd
felosztéasaval.

Az els6 bizonyitas elénye, hogy linearis futasidejd algoritmust szolgaltat, a ma-
sodiké pedig, hogy szépen altaldnosithaté Nash-Williams sokkal mélyebb iranyitasi
tételének bizonyitasara (lasd a 3.4. szakaszt). Valojaban érvényes a Robbins tétel
vegyes grafokra vonatkozo altalanositasa is. ([15, 3], [39] 6.11Db feladat.)

3.1.2. tétel. Egy H = (V,A+ E) vegyes graf akkor és csak akkor iranyithato
erdsen Osszefiiggévé, ha nincs benne egyiranyi vagéds és iranyitatlan értelemben
2-élosszefiiges. M
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Bizonyitas. Az iranyitatlan élek |E| szama szerinti indukcié. Legyen e = uv € E
irdnyitatlan él. Amennyiben az u-bol v felé térténd iranyitas egyiranya vagast
hozna létre, ugy létezik egy olyan X wvu-halmaz, amelyre az e-t6l eltekintve az
X és V — X kozotti valamennyi él irdnyitott (eleme A-nak) éspedig V — X-t61 X-
felé. Hasonloképp, amennyiben e-nek a v-bdl u-felé torténd irdnyitédsa hozna létre
egyiranya vagést, akkor létezne egy olyan Y wv-halmaz, amelyre e-t6l eltekintve
az Y és V —Y kozotti valamennyi él irdnyitott Y-t6l V — Y-felé. Ekkor viszont
az X NY halmazbdl nem 1ép ki sem iradnyitott, sem irdnyitatlan él, és ugyanez
all az X UY halmazra is. Mivel a feltevés szerint nincsen egyiranyu vagas, ezért
szitkségképpen X NY =0 és XUY =V, azaz Y =V — X. Igy az X és V — X
kozott egyediil az e él vezethet, ellentétben a feltevéssel, hogy nincs elvago él. B B

GyoOkeres Osszefiiggés

Akkor mondjuk, hogy egy digraf gyOkeresen Osszefiiggs, ha egy kijelolt s gyokér-
pontjabol minden maés csicsa irdanyitott iton elérhetd, ami azzal ekvivalens, hogy
létezik s gyOkerii feszit6 fenyd, vagy még azzal, hogy a csticsoknak minden s-et
tartalmaz6 nemiires részhalmazaba 1ép be él. A Robbins tétel nyoman felvethetd,
hogy egy G iradnyitatlan grafnak mikor létezik gyokeresen Osszefiiggd iranyitasa?
Azonnal latszik a valasz: pontosan akkor, ha G Gsszefiiggs. Valoban, e feltétel nyil-
van sziikséges, de elegendd is, hiszen G egy feszits fajat az s-t6l el felé” iranyitva
egy s-gyOkerii fenydt kapunk, és akkor a tobbi élt mar tetszélegesen iranyithatjuk.
Ez is triviélis, de j6 kiindulési alapul szolgal érdekesebb problémakhoz: példaul,
ha nem létezik gyGkeresen Gsszefiiggd iranyitas, legkevesebb hény 4j él hozzaadasa-
val lehet elérni, hogy 1étezzék? Természetes kérdés, hogy egy vegyes grafnak mikor
létezik gyOkeresen Osszefliggs iranyitasa, vagy az, hogy egy digrafnak legkevesebb
héany élét kell megforditani, hogy gyOkeresen Gsszefliggévé valjék?

3.1.2. Fokszam-elGirt iranyitasok
Nézziik most meg a grafiranyitasi probléméak egy masik forrasat. Egy ping-pong
kérmérkdzésen n jatékos vesz részt és mindenki mindenkivel pontosan egy mérks-
zést jatszik, azaz Osszesen m(n — 1)/2 jatszméara keriil sor. Az els6 helyezett m;
jatszmat nyert, a masodik mo-t, az utols6 m,,-t, vagyis my > mg > --- > m,. Mi-
képp lehet jellemezni az igy el6allo monoton csokkend sorozatokat, azaz egy elére
megadott nemnegativ egészekbdl all6 my > mo > -+ > m,, sorozatnak milyen tu-
lajdonsagokat kell teljesitenie ahhoz, hogy egy kormérkézés végeredménye legyen?
Roviden szélva nemnegativ egész szamok egy sorozata mikor realizalhatd turna-
menttel (kormeérkdzéssel)?

Természetesen az m,; szamok Osszege éppen a lejatszott jatszmék szama,
vagyis a

(3.1) Zmi =n(n—1)/2

feltétel sziikséges. Az 5,4,4,1,1,0 hattagn sorozat ezt a feltételt teljesiti, de mégsem
lehet egy kormérkézés végeredménye, hiszen az utolsé harom helyezett Osszesen
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14+ 140 =2 gy6zelmet aratott, holott az egymas elleni harom meccsen hérom
gy6zelem sziiletik.

Ezt a megfontolast altalanosithatjuk. Barmely h jatékos egymassal Gsszesen
h(h —1)/2 mérkdzést jatszik, ezért az elért gy6zelmeik Gssz-szdma legalabb ennyi.
Vagyis a realizalhatosagnak sziikséges feltétele, hogy minden h =1,2,...,n-re a
sorozat h legkisebb tagjanak az Osszege legalabb h(h — 1)/2 legyen:

(3.2) Y1 ™i > h(h—1)/2 minden h =1,2,...,n-re.

Kérdés persze, hogy ez a konnyen ellenérizhets n darab egyenlStlenség mar
biztositja-e az mq > --- > m, sorozat turnamenttel vald realizalhatosigit vagy
esetleg felléphetnek tovabbi strukturalis bajok, amelyek a realizalhatosagot mega-
kadalyozzak. H. G. Landau [37] aldbbi tétele szerint tovabbi akadalyok mar nem
léteznek.

Egy n pontu iranyitott graf befok sorozatan (masképp befok vektoran) a
cstcsok befokaibél 4ll6 n tagi sorozatot értjiikk. Egy kormérkézést egy turnamenttel
kényelmes megadni: azt, hogy ha a v jatékos legy6zte u-t gy jeloljik, hogy u-bol
v-be huzunk egy iranyitott élt.

3.1.3. tétel (Landau, 1953). Azmq > mgy > -+ > m,, sorozat akkor és csak akkor
egy turnament befok sorozata, ha (3.1) és (3.2) fennall.

Természetesen a problémanak egyéb variacioi is felvethetsk. Példaul egy sakk
kormérkdzésen egy parti gyGztese 1 pontot kap, a vesztes 0-t, mig dontetlen esetén
mindketten 1/2-t. Vagy hogy ne kelljen félegészekkel bajmolodni, szorozzunk fel
kettével, azaz a gydzelemre jarjon két pont, mig dontetlennél 1. Egy mq > mo >
-+ > my, sorozat mikor lehet egy ilyen sakk kormérkdzés végs6 pontszamsorozata?
Legyen G az az n pontu graf, amelyben minden két pont k6zott pontosan ketts
parhuzamos él vezet. Ha a v jatékos legy&zi u-t, akkor mindkét parhuzamos élt
kozottik iranyitsuk v-felé. Ha dontetleniil jatszanak, akkor a két parhuzamos él
egyikét iranyitsuk u felé, a masikat v felé. Igy a v pont befoka éppen a v jatékos
megszerzett pontjainak a szama lesz, tehat a kérdés azzal ekvivalens, hogy G-nek
mikor 1étezik fokszam el6irt iranyitasa.

3.1.4. tétel. Egy nemnegativ egészekbdl all6 mq > --- > m,, sorozat akkor és
csak akkor egy kérmérkdzés végeredménye (ahol a gyszelemért két pont jar, a
dontetlenért egy), ha Y ' m; =n(n—1)és > " , m; <h(h—1) (h=1,...,n).

Rokon kérdéshez jutunk, ha a jatékosok paronként nem egy, hanem két (al-
talanosabban k) mérkdzést jatszanak. Vizsgalhatjuk, hogy egy szamsorozat mikor
lehet egy bajnoksag végeredménye, ha bizonyos mérkézéseket mar lejatszottak. Az
ilyen tipusu feladatok nagy része fokszam-elSirt irdnyitasi probléma, amelyben
az a kérdés, hogy mikor lehet egy irdnyitatlan graf éleit iigy megiranyitani, hogy a
keletkezé digraf minden csticsanak a befoka elére megadott szam.
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Iranyitas és parositas

A kérdés legaldbb olyan nehéz, mint a teljes parositas létezésének kérdése paros
grafban (Hall tétel). Valoban, ha G = (A, B; E) péaros graf, amelyben |A| = |B],
akkor egy adott teljes péarositas éleit B-felé a tobbi élt A-felé iranyitva G-nek
olyan iranyitasat kapjuk, amelyben minden B-beli pont befoka 1, mig egy A-beli
v pont befoka dg(v) — 1. Megforditva, ha van egy ezen befokszam el6irasoknak
megfelel§ iranyitasa G-nek, akkor a B felé iranyitott élek sziikségképpen egy teljes
parositast alkotnak. Analég konstrukcioval lathato, hogy fokszam-elSirt iranyitasok
segitségével altalanosabban egy paros graf tetszdéleges fokszam elSirt részgrafjanak
a probléméja is megfogalmazhaté. Azonban nemcsak a teljes parositas probléméja
vezethet$ vissza a fokszam-elGirt iranyitas kérdésére, hanem megforditva is, egy
egyszerd elemi konstrukcio segitségével a fokszam-elGirt iranyitas problémaéja is
megfogalmazhato paros graf teljes parositasanak feladataként. (ElSszor G minden
élét osszuk fel egy 1) ponttal, majd az igy létrejové paros grafban minden eredeti
v cstcsot helyettesitsiink m(v) egybevagd példannyal. Ekkor tehat egy eredeti uv
élt feloszto Gj cstics m(u) + m(v) csticesal lesz szomszédos). Az irdnyitasi probléma
ebben az értelemben tehéat ekvivalens a pérositasi feladattal, de a messzemend
altalanositési lehet&ségek miatt érdemes kozvetleniil iranyitasokkal foglalkozni.

A talan legegyszeriibb fokszam-el6irt iranyitasi feladatban egy G graf Euler-
iranyitasat keressiik (amelyben minden pont befoka egyenls a kifokaval). Kénnyen
latszik, hogy ilyen pontosan akkor létezik, ha G Euler-graf (azaz minden pont
foka paros), hiszen egy iranyitatlan Euler-graf felbomlik élidegen korok uniojara.
Nehezebb egy vegyes graf Euler-iranyithatosaganak kérdése és a valaszt a kdvetkezd
altalanos eredmény szolgaltatja majd.

Az iranyitasi lemma

Egyszertisége ellenére is alapvet§ az alabbi eredmény, amelyet kicsit altaldnosabb
alakban fogunk igazolni.

3.1.5. lemma (Iranyitasi lemma, Hakimi [31]). Adott G = (V, E) grafra és m :
V — Z fiiggvényre a kivetkezbk ekvivalensek.

(3.3) G iranyithaté tgy, hogy minden v cstcsra o(v) = m(v),
(3.4) e(X) > m(X) minden X C V-re ésm(V) = |E|,
(3.5) i(Y) <m(Y) minden Y C V-re és m(V) = |E|.

Az irdnyitasi lemméabol rogton kovetkezik Landau 3.1.3. tétele, hiszen teljes
grafban ¢(X) minden h elemt X halmazra h(h —1)/2, ezért i(X) < m(X) elegends
csak a h darab legkisebb m; értékre megkovetelni. Hasonléan adodik a 3.1.4. tétel
is, ha az iranyitasi lemmat arra a grafra alkalmazzuk, amely a teljas grafbol keletke-
zik minden élének parhuzamos megduplézasaval. Megjegyzendd ugyanakkor, hogy
mindméaig nem ismeretes a valasz Ivanyi Antal szép kérdésére, amely a futballbaj-
noksag lehetséges végeredményeit akarja karakterizalni, ha a gy6zelemért 3 pont
jar, mig a dontetlenért 1.

Egy maésik kovetkezmény vegyes grafok Euler iranyithatosagara ad valaszt.
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3.1.6. kovetkezmény (Ford és Fulkerson). Adott egy M = (V,A+ E) vegyes
graf, amely a G = (V, E) irdnyitatlan és D = (V, A) irdnyitott grafok sszetevésével
keletkezett. Akkor és csak akkor lehet tigy iranyitani az E elemeit, hogy az el6allo
irdnyitott graf Euler-féle legyen (azaz minden pont befoka megegyezzék a kifokaval),
ha M-ben minden pont paros sok (iranyitott és iranyitatlan) éllel szomszédos azaz

(3.6) 6p(v) + op(v) + da(v) péros
és
(3.7 da(X) > op(X) — 0p(X) teljesiil minden X C V-re.

3.1.3. Fokszam-korlatos iranyitasok

S. L. Hakimi 1965-ben [31] azt a kicsit altalanosabb feladatot nézte, amikor pon-
tos befok el6iras helyett als6 korlat van adva. Ez ekvivalens azzal a variacidval,
amikor alsoé helyett fels§ korlat adott a keresett iranyitas befokaira. Most a kett6t
Osszekapcsoljuk és azt az iranyitasi feladatot odjuk meg, amelynél a keresendd dig-
raf minden csicsdnak a befoka elére megadott korlatok kozé esik. Konkrétabban,
legyen f: V> Z,U{—00} ésg: V —Z, U{cco} két fliggvény, melyekre f < g.
Az alabbi tétel bizonyitdsaban hasznaljuk az atatforditos technikat, amely a Kénig
tételre vonatkozo alternélod utas bizonyités megfelelGje.

3.1.7. tétel. A G = (V, E) gréafnak akkor és csak létezik olyan irdnyitésa,

(i) amelyben o(v) > f(v) minden v csicsra fennall, ha
(3.8) e(X) > f(X) minden X C V-re,
(ii) amelyben o(v) < g(v) minden v csiicsra fennéll, ha
(3.9 i(X) < ¢g(X) minden X C V-re,

(i) amelyben f(v) < p(v) < g(v) minden v cstcsra fennéll, ha mind (3.8), mind
(3.9) fennall.

Bizonyitas. (3.8) sziikségessége. Tegyiik fel, hogy létezik jo iranyitas. Ekkor
F(X) £ 3 [o(v) : v e X] < e(X).

(3.8) elegenddsége. G egy iranyitasaban nevezziink egy s pontot hibasnak, ha
o(s) < f(s). Valasszunk G-nek egy olyan iranyitasat, amelynek a > [ f(v) — o(v) :
v hibés} Osszeggel definialt hib4aja minimalis. Ha ez a hiba 0, vagyis ha nincs hibas
csucs, akkor készen vagyunk.

Legyen most az s cstics hibas és jeloljiikk X-szel a megadott irdnyitédsban
azon pontok halmazéat, amelyek s-bél elérheték. Ekkor X-b6l nem lép ki él; és
igy > [g(v) tvE X] = e(X). Most X sziikségképpen tartalmaz egy olyan ¢ pon-
tot, amelyre o(t) > f(t), mert ha nem létezne ilyen pont, akkor f(X) > > [o(v) :
v € X| = e(X) volna ellentmondasban (3.8)-gyel. Egy s-bél t-be vezetd ut éleinek
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irdnyitdsat megforditva G-nek egy olyan irdnyitasat kapjuk, amelynek hibaja ki-
sebb, mint a meglévs iranyitasé. A modszer ismételt alkalmazasaval legfeljebb f (V)
at megforditasaval egy jo iranyitast kapunk.

Analog moédon igazolhato a tétel masodik része (azzal az eltéréssel, hogy most
egy t pont akkor hibas, ha a meglévé iranyitasban o(t) > g(t) és X-szel azon pontok
halmazat jeloljiik, amelyekb6l ¢ elérhets). Valojaban a méasodik rész formailag is
ekvivalens az els6 azon valtozatéval, amikor olyan iranyitast keresiink, amelyben
minden v pont kifoka legalabb f(v) := dg(v) — g(v).

Végiil a harmadik rész igazolasdhoz induljunk ki egy olyan iranyitasbol,
amelyre (x) o(v) < g(v) teljestil minden v pontra. Alkalmazzuk az elsd rész al-
goritmusat és figyeljiik meg, hogy ennek soran egy pontnak a befoka csak akkor né,
ha o(s) < f(s) < g(s), vagyis (*) automatikusan érvényben marad. m

Erdekes megfigyelni, hogy ha a fenti bizonyitast a paros graf teljes parositasaval
ekvivalens (fentebb megfogalmazott) iranyitasi feladatra hasznaljuk, akkor épp az
alternald utas modszert kapjuk vissza. A tételbsl az iranyitasi lemma kénnyen
kiolvashato.

3.1.8. kbévetkezmény. Tegyiik fel, hogy a G grafnak van olyan irdnyitdsa, amelyre
o(v) > f(v) minden v cstcsra és van olyan iranyitasa, amelyre o(v) < g(v) minden
v csiicsra, akkor olyan is van, amely egyszerre elégiti ki mindkét kivansagot.

Az itt megfogalmazott tulajdonsagot lanctulajdonsagnak (linking property)
nevezzik.

3.2. Erésen 06sszefiiggd fokszam-korlatos iranyitasok

Az eddigi két iranyitasi probléma Osszevonasaként megvizsgaljuk, hogy mikor 1é-
tezik fokszam-korlatokat kielégité erGsen Osszefliggd iranyitas. A valaszhoz sziik-
ségiink lesz a 0 (X) vagy roviden o(X) fiiggvényre, amely egy X C V nemiires
halmazra elhagyésaval keletkezg graf komponenseinek szamat jeloli.

Egy erdsen sszefliggs iranyitasdban minden nemiires X C V halmaz kifoka (és
befoka) legalabb o(X), hiszen G — X minden komponensébe 1ép be él, igy X-bol
legalabb o (X) él lép ki. A kovetkezs tételnek [24] idézem a teljes eredeti bizonyitast,
mert szépen mutatja az utatfordités technikat kissé bonyolultabb koriillmények
kozott.

3.2.1. tétel (Frank és Gyarfas, 1976). Legyen a G = (V, E) 2-élosszefiiggs irdnyi-
tatlan graf cstcsain adva az f : V — Z, U{—o0} ésg: V — Z U{oo} fiiggvény,
melyekre f < g < dg. G-nek akkor és csak létezik olyan erdsen Osszefiiggd iranyi-
tasa,

(i) amelyben o(v) > f(v) minden v csicsra fennall, ha

(3.10) f(X) <e(X)—o0(X) minden X C V-re,
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(ii) amelyben o(v) < g(v) minden v csticsra fennéll, ha

(3.11) g(X) > i(X)+o(X) minden ) C X C V-re,
(iii) amelyben f(v) < p(v) < g(v) minden v csiicsra fennéll, ha mind (3.10), mind
(3.11) fennall.

Bizonyitas. (i) Ha létezik olyan erGsen Osszefiiggd iranyitas, amelyre o(v) >
f(v) minden v cstucsban fennall, akkor X-bdl legalabb o(X) él kilép, igy f(X) <
> [o(v): ve X]| =e(X)—6(X) <e(X)—o(X), azaz (3.10) kdvetkezik.

Tegyiik most fel, hogy (3.10) teljesiil. Induljunk ki G-nek egy olyan erdsen
Osszefiiggs iranyitasabol, amelyre a H := | [(f(v) — g(v))+ TvE V] Hhibadsszeg”
minimélis. (Itt 7 := max {0,x}.) Amennyiben H = 0, azaz o(v) > f(v) teljesiil
minden pontra, ugy készen vagyunk, igy tegyiik fel, hogy H > 0, azaz van olyan s
pont, amelyre o(s) < f(s).

Ha X és Y két metszg, 1 befoku részhalmaza V — s-nek, akkor X NY és
X UY is 1 befoku (ugyanis 14+1 = p(X)+0(Y) > o(X UY)+ (X NY) > 1+1-bdl
o(XUY) =1=p(XNY) adodik). Igy az s-t nem tartalmazé maximalis C1, ..., C)
1-befoku halmazok paronként diszjunktak. Igaz tovabba, hogy két ilyen C; kozott
nem vezethet él, mert ha mondjuk C7-bél vezetne Cs-be, akkor C7 U C5 is 1 befoka
volna, ellentétben a maximalitassal. Legyen X =V — U, C; (illetve X =V, ha nem
létezik s-t nem tartalmazo 1 befoku halmaz.) Kapjuk, hogy §(X) <l <o(X) <
§(X), amibsl §(X) = o(X).

Allitjuk, hogy X-nek van ,tiltelitett” ¢ pontja, azaz olyan, amelyre o(t) > f(t).
Ha ugyanis nem létezne, akkor f(X) >3 [o(v) : v € X]| = e(X) — §(X) = e(X) —
o(X), ellentétben a (3.10) feltevéssel.

Legyen P tetszGleges s-bol t-be vezets tut. Allitjuk, hogy ennek iranyitasat
megforditva erésen Osszefiiggs iranyitast kapunk. Valoban, ha az atiranyitas utan
egy Z halmazba nem lépne be él, akkor sziikségképpen ¢ € Z, s ¢ Z, tovabba a
P 1t egyetlen egyszer lép Z-be és nincs is mas Z-be 1épé§ él, azaz o(Z) = 1. Ilyen
Z halmaz létezése azonban ellentmondana a C; halmazok maximalis valasztasanak.

A P ut megforditasa raadasul olyan erdsen Osszefiiggs irdnyitast eredményez,
amelynek a hibaja eggyel kisebb, mint a kiindulési iranyitasé, ellentmondéasban
annak minimaélis hibaja valasztasaval, amivel az (i) rész bizonyitésa teljes.

A masodik rész analog modon bizonyithato.

A harmadik részhez induljunk ki G-nek egy olyan erésen Osszefliggs iranyita-
sabol, amelyben v minden pont befoka legfeljebb g(v) és erre alkalmazzuk az elss
rész bizonyitasat. Azt kell csupan megfigyelni, hogy ott egy s pont befoka csak ak-
kor néhet, ha o(s) < f(s). Igy az f < g feltevés miatt a o(v) < g(v) tulajdonsag
nem tud elromolni. H

A 3.2.1. tétel egy tjabb megnyilvanulasa a lanctulajdonsagnak. Mivel a tétel a
Robbins tétel fokszam-korlatos kiterjesztésének tekinthets, megkérdezhetjiik, hogy
a 3.1.2. kovetkezménynek is van-e hasonl6 fokszam-korlatos alakja. Megleps modon

29



a lanctulajdonséag itt mér érvényét veszti, azaz a kovetkezg allitas nem érvényes:
Ha egy vegyes grafnak van olyan erdsen Osszefiiggd iranyitasa, amelyben minden
v pont befoka legaldbb f(v), és van olyan erdsen Osszefiiggd irdnyitasa, amelyben
minden v pont befoka legfeljebb g(v), akkor létezik olyan erdsen Osszefiiggd iranyi-
tasa is, amelyben minden pont befoka legalabb f(v) és legfeljebb g(v). Az allitast
cafolod vegyes graf négy pontbdl all, viv4 és vous irdnyitatlan élek, vs és vy kozott
van két ellentétesen iranyitott parhuzamos él, és vy és vy kozott van két ellentéte-
sen iranyitott parhuzamos él. Az f als6 korlat a négy ponton rendre 1,0, 0,0, mig
a g fels6 korlat rendre 1,1,0,1. (Lasd az 1. abrat.)

(0,1) (0,0)

V4 V3

V1 V2

(1,1) (0,1)
1. dbra

A 3.2.1. tétel bizonyitasi modszere konnyen atvihets a gyokeresen osszefiiges
fokszam-korlatos iranyitasokra. Ugyanakkor a kiadodo tételben van egy érdekes kii-
lonbség: a 3.2.1. tételben az als6 korlatokra vonatkozo (i), illetve a felss korlatokra
vonatkozo (ii) jellemzések szimmetrikus megfogalmazasaak, s6t valojaban egymas-
sal ekvivalensek, hiszen a befokokra vonatkozo als6 korlat ekvivalens a kifokokra
vontakoz6 felsG korlattal, és egy erdsen Osszefiiggd digraf minden élét megforditva
erGsen Osszefiiggd digrafot kapunk. Gyokeresen Osszefiiggs grafoknal ezen utobbi
allitas megfelelGje nem érvényes, és ezért van az, hogy az alabbi tételben az (i) és
(ii) rész nem szimmetrikus: a fels§ korlatokra vonatkozo6 (ii) jellemzésben a o(X)
fliggvény egyaltalan nem jatszik szerepet.

3.2.2. tétel [24]. Legyen a G = (V, E) Osszefiiggd iranyitatlan grafnak s kijelolt
gyokérpontja, és jelolje €1 azt a halmazfiiggvényt, amelyre £1(X) (0 C X CV)
annak megfeleléen 0 vagy 1, hogy X tartalmazza s-t vagy sem. Adott tovabba az
f:V—o>2Z,U{-c0}ésg:V — ZU{oo} fiiggvény, melyekre f < g < dq. Akkor
és csak akkor létezik G-nek olyan gydkeresen élésszefiiggd iranyitisa,

(i) amelyben o(v) > f(v) minden v csiicsra fennéll, ha

(3.12) FX) < e(X) = o(X) +21(X)

teljesiil V- minden nemiires X részhalmazara,
(ii) amelyben o(v) < g(v) minden v csiicsra fennéll, ha

(3.13) 9(X) > i(X)+e1(X) minden ) C X C V-re,

30



(iii) amelyben f(v) < p(v) < g(v) minden v csiicsra fennéll, ha mind (3.12), mind
(3.13) fennall.

3.2.1. Alkalmazas: fokszam-korlatos fak

A 3.2.2. irdnyitasi tételt alkalmazhatjuk egy érdekes részgraf probléma megoldé-
sara. Egy Osszefiiggs grafban szeretnénk olyan feszit§ fat keresni, amely a csticsokon
fokszam-korlatoknak tesz eleget. Ez igy tul altalanos, hiszen ha minden pontban
a fokszamra felsd korlatként 2-t adunk meg, akkor a feladat a Hamilton ut létezé-
sének problémajaval ekvivalens, ami NP-teljes. Ha azonban a csticsoknak csak egy
stabil részhalmazan vannak korlatok, akkor az alabbi jo karakterizacié adhato.

3.2.3. tétel. Legyen G Gsszefiiggs iranyitatlan graf és S CV a G pontjainak
egy stabil részhalmaza. Legyen tovabbad fg: S — Zy és gs: S — Zi U{oo} két
fiiggvény, melyekre fg < gg. Akkor és csak akkor létezik G-nek olyan F feszit6 faja,

(i) amelyre dp(v) > fs(v) minden v € S-re, ha

(3.14) fs(X) < |X|+|T(X)| =1 minden § C X C S halmazra,

(ii) amelyre dp(v) < gs(v) minden v € S-re, ha

(3.15) 9s(X) > |X|+0(X) —1 minden ) C X CS halmazra,

(iii) amelyre fs(v) < dp(v) < gs(v) minden v € S-re, ha mind (3.14), mind (3.15)
teljestil.

Ki fog deriilni, hogy a 3.2.3. tétel egy altalanosabb, matroidokra vonatkozo
eredmény specialis esete (lasd a IL. részt).

A bizonyitas az iranyitasok és a fokszam elGirt fak kozotti kapcsolaton mulik.

3.2.4. lemma. A G = (S,T; E) péaros grafban legyen m : S — Z™* olyan fiiggvény,
amelyben m(S) = |V| — 1. Legyen s € V — S tetszdleges pont. G-nek akkor és csak
akkor létezik olyan F feszitd faja, amelyre dp(v) = m(v) minden v € S csticsra, ha
G-nek létezik olyan iranyitasa, amelyben s-bél G-nek minden csiicsa elérhetd és
minden S-beli v csiics befoka d(v) —m(v) + 1.

Legyen g(v) := 00, hav € V — 8 és g(v) :=d(v) — fs(v) + 1, hav € S. Legyen
f():={-o0},haveV —-5¢és f(v):=dw)—gs(v)+1, hav € S. Figyeljik meg,
hogy (3.14) ekvivalens a (3.13) feltétellel, (3.15) pedig a (3.12) feltétellel. Igy a
3.2.2. tétel alkalmazhato.

3.3. Optimalis atiranyitasok
Vizsgéljuk meg a fokszam-elGirt valamint az erdsen Osszefiliggs irdnyitasokra vonat-
koz6 optimalis atiranyitési problémat.
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3.3.1. Fokszam-elGirt atiranyitasok

Tegyiik fel, hogy adott m befokszam elGirasra teljesiilnek az irdnyitasi lemma fel-
tételei, és igy a G grafnak létezik olyan iranyitasa, amelyben o(v) = m(v) minden
v csucsra. Az atirdnyitasi probléméban a G-nek egy meglévs D iranyitasabol in-
dulunk ki és minimélis szamu (vagy altalanosabban miniméalis 6sszkoltségi) él ira-
nyitasanak a megforditasaval szeretnénk egy fokszam-el6irt iranyitast megkapni.
Ehhez legyen adott egy ¢: A — R koltségfiiggvény, amelyre c(a) azt jelzi, hogy
az a €l megforditdsa mennyibe keriil.

Megmutatjuk, hogy ez minimélis koltségl aram feladatként megfogalmazhato,
igy az erre vonatkozo ismert polinomialis algoritmus hasznalhato. A D = (V, A)
digraf bizonyos éleinek atiranyitasat egy z: A — {0,1} vektor segitségével irjuk
le, éspedig tgy, hogy z(a) =1, ha a-t megforditjuk, és z(a) = 0, ha nem. Ekkor
egy v pont 4j befoka op(v) — 0.(v) + 0, (v), igy ennek kell az el8irt m(v) értékkel
megegyeznie, vagyis a z-re a kivansag o.(v) — d,(v) = b(v), ahol b(v) := op(v) —
m(v).

Adjunk D-hez egy 4j s pontot és minden v € V cstcsbol egy vs élt. A meg-
novelt DT digraf élhalmazan definidljuk az f és g korlatokat tgy, hogy minden
eredeti a élen legyen f(a) := 0, g(a) := 1, mig az 4j éleken f(vs) := g(vs) := b(v).
A c koltségfiiggvényhez rendeljiik hozza a ¢t kiterjesztését, amely eredeti éleken
megegyezik c-vel, mig az tjakon ¢*(vs) = 0 Adott z : A — {0,1} vektorhoz rendel-
jiik hozza a 2T kiterjesztését, amely eredeti éleken megegyezik z-vel, mig az tijakon
2T (vs) = b(s).

A konstrukciobol kiolvashatd, hogy egy z 0 — 1-vektor pontosan akkor defini-
alja D-nek egy m befok vektori atiranyitasat, ha 2™ megengedett egészértékii Aram
D+-ban. Igy a minimalis koltségti fokszam-elGirt atiranyitasi probléma valoban egy
minimalis koltségli megengedett aram probléméval ekvivalens.

3.3.2. GyoOkeresen Osszefiiggs atiranyitasok

Az atiranyitasi feladat méas elGirasokra is megfogalmazhat6. Nézziik példaul meg,
hogy egy D = (V, A) digrafnak minimalisan hany élét kell megforditani ahhoz, hogy
az s pontjabol minden mas pont elérheté legyen. Rogton az altalanosabb koltsé-
ges feladatot tekintjiik, amikor adott az élhalmazon egy ¢: A — R koltségfiigg-
vény. A feladatot visszavezetjiik a minimalis koltségd feny$ feladatara, amelyre az
1.2. részben lattunk megoldast.

Ennek érdekében adjuk a digrafhoz minden e élének az € megforditottjat.
A keletkezs D’ digrafban legyen ¢’(e) = 0 és /(&) = c(e).

3.3.1. allitas. A minimaélis ¢’-koltségti s-fenyé koltsége éppen a gyokeres Osszefiig-
gés érdekében megforditandé élek minimalis c-koltsége.

Bizonyitas. D’ tetsz6leges F feszits s-fenyGjének a ¢’ (F') koltsége egyenls a benne
szerepl6 megforditott élek koltségével, tehat D legfeljebb ¢/ (F') osszkoltségt élének
megforditasaval gyokeresen Gsszefliggévé tehets. Megforditva, ha J a D éleinek egy
minimélis ¢-koltségii halmaza, melyet atiranyitva méar 1étezik egy F feszitG s-fenyd,
akkor J minimalitasa folytan F' tartalmazza az Gsszes J-beli él megforditottjat, és
ezért D’-ben van c¢(J) koltségt s-fenys. m
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Az allitas nyoman Chu és Liu minimaélis koltségd feny6t meghatarozo algorit-
musanak segitségével meghatarozhatjuk a keresett optimalis atiranyitast. Fulkerson
1.2.5. tételébdl kiolvashaté az atirdnyitas minimalis koltsége, amelyet most a ¢ =1
specialis esetben megadunk.

3.3.2. tétel. Egy D = (V, A) iranyitott grafban a gydkeresen Osszefiiggévé tevéshez
atiranyitando élek minimélis szama egyenld a gyokér felé mutaté élidegen egyiranyt
vagasok maximalis szdméaval.

3.3.3. Erdsen 0Osszefiiggd atiranyitasok

Robbins nyoman tudjuk, hogy egy 2-élésszefliggs grafnak mindig van erGsen Gssze-
fliggs iranyitasa. Ennél sokkal nehezebb az atiranyitési kérdés, amely arra vonat-
kozik, hogy egy digrafot legkevesebb hany élének atforditésaval tehetiink er&sen
Osszefiigg6vé. Mindenesetre a Robbins-tétel 3. bizonyitasbol kiolvashatéd az alabbi
megfigyelés.

3.3.3. allitas. Egy elvago él mentes digrafban egy tartalmazésra nézve minimalis
kétés éleinek irdanyitasat megforditva erésen Gsszefiiggd digrafot kapunk.

Emiatt az atiranyitasi kérdésre a valaszt Lucchesi és Younger 2.2.3. tétele
adja meg: a minimum az élidegen egyiranyu vagasok maximalis szamaval egyenld.
Elek soros tobbszorozésével rogtéon megkapjuk a Lucchesi-Younger tétel koltséges
valtozatat, amely a legolcsobb erdsen Osszefliggs atiranyités kérdésére is vélaszt
jelent.

3.3.4. tétel. Legyen a D = (V| A) irdnyitott graf élhalmazan adott a c: A — Z
nemnegativ egészértékii koltségfiiggvény. A minimalis koltségii kotés 7. koltsége
egyenld a (nem feltétleniil kiilonbo6zd) c-fiiggetlen egyirdnyti vagasok maximéalis
v, szamaval, ahol a c-fiiggetlenség azt jelenti, hogy a digraf barmely f élét a
szobanforgé vagasok koziil legfeljebb ¢(f) tartalmazza. W

A [19] dolgozatban (magyarul a [38] kényv fiiggelékében) e tételre egy olyan
konstruktiv bizonyitas szerepel, amely erdsen polinomialis algoritmust szolgaltat a
minimélis koltségi kotés valamint a szobanforgdé maximalis vagaspakolas meghaté-
rozasara.

Kis kitérsként megemlitjiik, hogy a 3.3.3. allitasbol adédik, hogy egy minimalis
kotés komplementere is kotés. Emiatt ha minden egyirdnyt vagasban van legalabb
két él, akkor van két diszjunkt kotés. Erdekes, hogy e konnyi tétel kivetkezd
kézenfekvének latszo éltaldnositdsa mind a mai napig nyitott, mar k& = 3-ra és
sikgrafokra is:

3.3.5. sejtés (Woodall [54], 1978). Ha egy digraftban minden egyirdnya vagas
legalabb k élt tartalmaz, akkor létezik k diszjunkt kotés.
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3.4. Magasabb élGsszefiiggdségek

Kovetkezd célunk az, hogy Lovész leemelési tételének segitségével levezessiik Rob-
bins tételének Nash-Williams féle altalanositasat. Utana megfogalmazzuk ennek
gyOkeres k-élosszefliggéségre vonatkozé ellenparjat, majd felvetjiik egy lehetséges
kozos altalanositas kérdését is.

3.4.1. k-élosszefiiggs iranyitas

Természetesen vet&dik fel a Robbins tétel kiovetkezs altalanositasénak kérdése.
Tegyiik fel, hogy a varosi kozlekedés iranyitéi tartanak attol, hogy valamely tut
varatlan lezarasa utan mar nem biztositott az erésen Gsszefiiggéség. Magyaran, egy
olyan erdsen Osszefliggd iranyitast szeretnénk, amely akarmely él elhagyasa utéan is
erGsen Osszefliggd marad. Még altalanosabban: a megiranyitott graf akarmely k — 1
élének elhagyasa utan is maradjon résen Osszefiiggs. A kérdés tehat az, hogy egy
iranyitatlan grafnak mikor létezik k-élosszefiiggs iranyitéasa.

2k-élosszefiiggd grafok elGallitasa

Robbins tételének masodik bizonyitasa a 2-élosszefiiges grafok fiilfelbontasan ala-
pult. Hogyan lehetne a (2k)-élosszefiiggd grafokat elgallitani? Lovasz 2.1.3 teljes
leemelési tétele szerint K > 2-re egy K-élosszefiiggs graf barmely paros foku csu-
csanél van olyan teljes leemelés, amely K-élosszefiiggs grafot eredményez. A teljes
leemelés inverz miivelete a kovetkezd: valasszunk ki tetszélegesen j meglévs élt,
mindegyiket osszuk fel egy ponttal, és egyesitsiikk a j osztas-pontot egyetlen 1]
pontta. E miiveletre ugy hivatkozunk, hogy 8sszecsipiink j élt (egy Gj ponttal).

Konnyt igazolni, hogy egy 2k-élosszefliggs graf barmely k élének Gsszecsipése
2k-élosszefliges grafot eredményez. Eszerint 2k-élosszefiiggs grafoknak egy lehet-
séges gyartasi modja, hogy egy pontbol kiindulva egymas utan a meglévs grafhoz
élt adunk hozza vagy k élét Gsszecsipjiik. Valojaban minden 2k-élosszefiiggs graf
igy elGallithato, amint ez Lovasz 2.1.3 leemelési tételébdl és abbdl az egyszertien
igazolhatd megfigyelésbdl kdnnyen kiolvashato, hogy minden legalabb két pontu, él-
elhagyésra nézve minimalis K-élosszefliggs grafnak van K-ad foku pontja (K > 1).

3.4.1. tétel (Lovasz, 1979). Egy G = (V, E) iranyitatlan graf akkor és csak akkor
2k-élosszefiiggs, ha egy pontbdl kiindulva felépithetd az alabbi két miivelet egymas
utdni ismételt alkalmazésaval.

(A) Két létez6 pontot kdssiink ossze 1j éllel.

(B) Csipjiink ossze k meglévé élt egy 1ij ponttal.

Miutan az 6sszecsipési miivelet egy iranyitott graf k-élosszefliggdségét is meg-
6rzi, rogton kiadodik Nash-Williams iranyitasi tétele.

3.4.2. tétel (Nash-Williams gyenge iranyitasi tétele, 1960). A G iranyitatlan graf

éleit akkor és csak akkor lehet tgy iranyitani, hogy a kapott iranyitott graf k-él-
Osszefiiggd legyen, ha G 2k-élésszefiiggd.
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A Nash-Williams féle iranyitasi tétel és a 3.1.2. tétel természetesen kinal-
kozo kozos altalanositdsa k > 2-re nem érvényes: Egy D = (V| A) irdnyitott és
G = (V, E) irdnyitatlan grafbol &ll6 H = (V, A+ E) vegyes gratban az E elemei
akkor és csak akkor iranyithatok tgy, hogy k-élésszefiiggd digrafot kapjunk, ha min-
den X C V halmazra dg(X) > (k — ,QD(X))+ + (k- <5D(X))Jr (ahol egy x szamra
% az x és a 0 maximumat jeldli). Ellenpéldaként tekintsiik a k = 2 esetben azt
a H=(V,A+ E) vegyes grafot, ahol V = {v1,v2,v3,v4}, E = {v1v3,v304}, mig
A-ban 9 iranyitott él van: két parhuzamos vivy él, egy vyv1 €él, két parhuzamos
v1v3 él, egy v3vy €él, végiil két parhuzamos vovs €l, egy vsvs él. egyszeri esetszétva-
lasztds mutatja, hogy a két irdanyitatlan vyvse, vsvs élnek nem lehet Ggy irdnyitast
adni, hogy 2-élosszefiiggs digrafot kapjunk, bar az allitasban szerepls feltétel telje-
siil. Raadasul, a példabol nem is igen olvashatd ki az iranyithatosaghoz sziikséges
tovabbi feltétel. (Lasd a 2. abrat.)

(2 U3

V1 V2
2. dbra
Megfogalmazhat6 tehat a kérdés, hogy mi egy vegyes graf k-élosszefiiggd iréa-
nyitasanak a feltétele. A valaszt a dolgozat II. részére halasztjuk, mert a szubmo-
duléris dramok elméletét igényli. Hasonloképp, tekinthetjik a k-élosszefiiggGségre

vonatkoz6 optimalis atirdnyitasi problémat. Ezt a k = 1 esetben mar emlitettiik,
az altalanos esetben itt is a szubmoduléris dramok segitenek majd.

3.4.2. Fokszam-korlatos k-élosszefiiggd iranyitasok
Nem csak a Robbins tétel, hanem a fokszam-korlatos erésen Gsszefiiggd irdnyitasra

vonatkozo 3.2.1. tétel is kiterjeszthets k-élosszefiiggd iranyitasokra. Valojaban ez
az eredmény egy joval altalanosabb tétel kdvetkezményeként adodik.

3.4.3. tétel. Legyen adott f: V —Z, ésg: V — Z, két fiiggvény, melyekre fel-
tessziik, hogy minden v csticsra k < f(v) < g(v) < dg(v). Legyen a G = (V, E) graf
2k-élosszefiiggs. G-nek akkor és csak akkor létezik olyan k-él6sszefiiggd iranyitésa,
(i) amelyben o(v) > f(v) minden v csticsra fennall, ha V' minden P = {V, V1,..
V. } particiéjara

(3.16) i(Vo) +e(P) = f(Vo) + kr,

(ii) amelyben p(v) < g(v) minden v csicsra fennéll, ha V minden P = {Vp, V1, . ..
V..} particicjara

(3.17) e(Vo) —e(P) < g(Vo) — kr,

*
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(iii) amelyben f(v) < p(v) < g(v) minden v csiicsra fennéll, ha mind (3.16), mind
(3.17) fennall.

3.4.3. Gyokeresen k-élosszefiiggd iranyitas

Mikor létezik egy grafnak gyokeresen k-élosszefiiggs iranyitasa, azaz olyan, amely-
ben egy megadott s gyokérpontbol minden pontba vezet k élidegen ut? A ter-
mészetes sziikséges feltétel, hogy a graf maga k-él0sszefiiggs legyen csak a k=1
esetben elegendd, mert példaul k = 2-re egy haromszognek nincs olyan iranyitéasa,
amelyben az egyik pontjabol mindkét masikba vezet 2 élidegen ut. Egy gyoke-
resen k-élosszefiiggs irdnyitas esetén a gyokértsl eltekintve minden cstucs befoka
legalabb k vagyis egy ilyen grafnak legalabb k(n — 1) éle van. Azonban ezen két
sziikséges feltétel még egyiitt sem elegendd. Meg kell ugyanis kovetelniink a csticsok
minden t-részes nemiires halmazokba térténs F particiojara, hogy a kiilonbozé ré-
szeket Osszekotd tn. keresztélek szama is legalabb k(t — 1) legyen. Egy ilyen grafot
k-partici6 Osszefiliggbnek neveziink.

3.4.4. tétel [16]. Legyen a G = (V, E) irdnyitatlan grafnak s egy kijelolt pontja.
Akkor és csak létezik G-nek gydkeresen k-élosszefiiggd irdnyitasa, ha G k-particio-
Osszetiiggd, azaz

(3.18) e(F) > k(t—-1)

teljesiil V- minden F := {V1,...,V;} particijara, ahol e(F) a keresztélek szama.

A bizonyitas érdekessége, hogy a fokszam-korlatozott iranyitasoknal mar jol
bevalt utforditési technikat hasznélja, némileg bonyolultabb kériillmények kozott.
Ugyanezzel a modszerrel igazolhatd a fokszam-korlatot és a gyokeres k-élossze-
fliggdségi elGirast 6tvozd iranyitéasi tétel, melynek megfogalmazasahoz hasznaljuk a
V ponthalmaz X részhalmazain értelmezett ¢ fliggvényt:

er(X) =k, ha s¢ X, mig ¢, (X) =0, ha s € X.

3.4.5. tétel. A G = (V, E) grifnak legyen s egy kitiintetett gyokérpontja. Le-
gyen tovabba f : V — Z, U{—o0} ésg: V — Z, U{+oc} két fiiggvény, melyekre
0 < f(v) < g(v) < dg(v) minden v € V pontra. G-nek akkor és csak létezik olyan
gyGkeresen k-élosszefiiggd irdnyitésa,

(i) amelyben o(v) > f(v) minden v csicsra fennall, ha

¢
(3.19) e(F) = f(Vo) + > (Vi)

i=1
teljesiil V- minden olyan F := {Vy,V1,...,V;} particidjara, ahol egyediil a Vj rész
lehet iires.
(ii) amelyben p(v) < g(v) minden v csicsra fennall, ha G k-partici6-0sszefiiggd és
(3.20) 9(X) > i(X) +er(X) minden X CV halmazra.
(iii) amelyben f(v) < p(v) < g(v) minden v csiicsra fennéll, ha mind (3.19), mind
(3.20) fennall. m
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Megjegyzends azonban, hogy [16]-ban a 3.4.4. tétel egy altalanosabb, vegyes
grafokra vonatkozo alakja szerepelt, amelynek bizonyitasa az utfordités modszernél
Osszetettebb technikat igényel. Ezt az alakot a II. részben fogalmazzuk majd meg.

3.4.4. Koz06s altalanositas?

Nem lehetne-e a Nash-Williams féle 3.4.2 és a 3.4.4 iranyitasi tételeknek kozos &l-
talanositasat talalni? Legyen 0 <[ < k két egész. Azt mondjuk, hogy egy iranyitott
graf (k,l)-élosszefiiggd, ha valamelyik s pontja olyan, hogy onnan minden maés
pontba vezet k élidegen Ut és minden mas pontbol s-be vezet [ élidegen at. Az [ =0
specialis esetben visszajutunk a gytkeresen k-élosszefiiggs digraf fogalmahoz, mig
k = [ eset a k-élosszefiiggségnek felel meg. Kérdés, hogy mikor létezik egy grafnak
(k, 1)-élosszefliggs iranyitasa?

Megjegyzendd, hogy ha egy s-re nézve (k, 1)-élosszefiiggs iranyitasban vesziink
(k —1) élidegen ss’-utat és ezek iranyitasat megforditjuk, akkor egy s’-re nézve
(K, 1)-élosszefiiggs iranyitast kapunk. Igy az s pont kivalasztasanak nincs szerepe.
A 3.4.4. tételben szerepls particios feltétel kézenfekvs altalanositasaként megalla-
pithato sziikséges feltétel, hogy a G = (V, E) irdnyitatlan graf pontjainak minden
t > 2 részes particiojara a keresztélek szama legalabb k(¢ — 1) + [, hiszen a G egy
(k, 1)-élosszefliggs iranyitasa esetén az s-t tartalmazo particio részbe legalabb [ él
lép be, mig a tobbi t — 1-be legalabb k. Nevezziink egy ilyen iranyitatlan grafot
(k,l)-particio Osszefiiggdnek.

A TI. részben meg fogjuk vizsgalni, hogy egy graf (k,[)-particio OsszefliggGsége
vajon mér elegendd-e a (k,)-élosszefiiggs iranyitas létezéséhez.

4. Pakolas és fedés fenySkkel és fakkal

A Menger tétel élvaltozata arra adott vélaszt, hogy mikor lehet egy graf vagy
digraf élhalmazat k részre bontani gy, hogy mindegyik rész tartalmazzon st-utat,
magyaran, hogy mikor létezik k élidegen st-ut. Természetes ugyanezt a kérdést
mas Osszefliggdségi fogalmakkal kapcsolatban is feltehetjiik: egy G iranyitatlan graf
élhalmaza példaul mikor bonthato fel k darab Gsszefliggs (V-t feszits) részre, mas
szoval mikor létezik G-ben k élidegen feszit fa? Vagy egy digrafban mikor létezik
k élidegen feszit6 feny$? A pakolasi probléma ellenparja a fedési feladat. Példaul,
mikor fedhetd le egy graf élhalmaza k faval?
Ebben a fejezetben e két kapcsolodo kérdéskort vizsgaljuk meg.

4.1. Gyokeresen k-élosszefiiggs digrafok elgallitasa

Nash-Williams iranyitasi tételének bizonyitasa azon milt, hogy Lovéasz 2.1.3 iréa-
nyitatlan leemelési tétele segitségével meg lehetett adni a 2k-élosszefliggd grafok
elsallitasat. Hasonld jo szolgalatokat tesz Mader iradnyitott 2.1.6 leemelési tétele
gyOkeresen k-élosszefliggd digrafok elgallitasara.

Ha egy D = (V, A) digraf minden pontja irdnyitott tton elérhetd egy kijelolt
s gyOkérpontjabol, akkor D tartalmaz s gyokerti feszits fenyst és igy D felépithets
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s-bél kiindulva élek egymas uténi hozzéavételével dgy, hogy minden 6j élnek a
tove meglévs csics. Hogyan épithetSk fel a gyokeresen k-élosszefiiggs digrafok?
Emlékeztetiink, hogy egy digraf akkor gyokeresen k-élosszefliggs, ha

(4.1) 0(X) > k minden nemiires X C V — s halmazra,

ami Menger tétel alapjan azzal ekvivalens, hogy s-b6él minden csticsba vezet k
élidegen ut. Hasznosnak bizonyul a kovetkezs egyszerd megfigyelés.

4.1.1. allitas. Tegyiik fel, hogy egy D = (V, A) digraftban () egy s gyokérbdl egy
U CV — s halmaz minden pontjaba vezet k élidegen tit. Ha valamely t € U csticsra
o(t) > k, akkor az egyik t-be 1épé él kihagyhat6 a (x) tulajdonsag elrontasa nélkiil.

Mader iranyitott leemelésekre vonatkozo 2.1.6. tétele felhasznalhato gyokeres
k-€losszefliggést meg6rzd leemelésre is.

4.1.2. tétel. Legyen D = (U + z, A) olyan digraf, amelynek egy kijelolt s € U
gyokércsicsabol U minden pontjéba vezet k élidegen tit, és tegyiik fel, hogy op(z) >
0p(z). Ekkor a z-bdl kilépé éleket parba lehet alkalmas 6 p(z) darab z-be belépd éllel
gy, hogy e parokat egyszerre leemelve és a fennmaradé op(z) — dp(z) z-be 1éps
élt pedig kihagyva gydkeresen k-él6sszefiiggs digrafot kapunk az U csticshalmazon.

Ezeket 6sszetéve megkapjuk a keresett elgallitast:

4.1.3. tétel. Egy D digraf akkor és csak akkor gyGkeresen k-élGsszefiiggd s-re nézve
(k > 1), ha el6allithat6 az s-bdl kiindulva az aldbbi harom mivelet egymas utédni
ismételt alkalmazaséaval.

(B1) Két létezs pontot kossiink dssze egy iranyitott éllel.

(B2) Adjunk a digrathoz egy 1j pontot és vezessiink bele k (esetleg parhuzamos)
aj élt.

(B3) Csipjiink dssze j meglévd élt (0 < j < k) egy 1j z ponttal, és adjunk a digrafhoz
k — j darab z-be vezet§ (esetleg parhuzamos) dj élt.

4.2. Feny6k pakolasa

4.2.1. K6z6s gyokert feny6k pakolasa

Nevezziink egy D = (V, A) digrafot k-feny6-6sszefiiggdnek valamely s € V' gyo-
kérpontjara nézve, ha D tartalmaz k élidegen s-gyokeri feszité feny6t. Egyszert
megfontolassal adodik az alabbi megfigyelés.

4.2.1. allitas. A 4.1.3. tételben szerepld (B1), (B2), (B3) miiveletek megérzik egy
digraf k-fenyd-dsszefiiggdségét.

Az 4.1.3. tételbdl az allitas segitségével rogton megkapjuk Edmonds alapvets
tételét.
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4.2.2. tétel (Edmonds: gyenge alak, 1973). Ha egy D = (U, A) digraf valamely s
gyokérre nézve k-élosszefiiggs, ugy tartalmaz k élidegen s-gyokert feszité fenyét.

Mi torténik, ha egy adott T'C V — s terminal halmazhoz keresiink & élidegen
s-feny6t, melyek mindegyike tartalmazza T minden pontjat? Ehhez a o(X) > k
egyenlGtlenséget nyilvan minden 7T-t metsz6 X C V — s halmazra meg kell kovetelni,
és ez a feltétel a két széls6 esetben, amikor |T'| =1, illetve T'=V — s elegendd is
Menger, illetve Edmonds tételei alapjan. Lovéasz példaja mutatja, hogy altalanos
T-re a vagas feltétel mar k = 2-re sem elegend§ (3. abra).

T @

S

8. dbra

Ez persze nem meglepd annak fényében, hogy két élidegen, T-t feds s-fenyd
létezésének kérdése N P-teljes, ugyanis a két élidegen ut NP-teljes problémaja egy-
szertien visszavezethets ra. A 4.2.2. tétel fenti (leemelds) bizonyitasi gondolatme-
netének tovabbfejlesztésével [2]-ben az Edmonds alabbi kiterjesztése mégiscsak le-
hetévé valt.

4.2.3. tétel (Bang-Jensen, Frank, Jackson, 1995). Tegyiik fel, hogy egy D =
(V,A) digraf valamely s gyokérpontjara és csiucsainak egy s-t nem tartalmazé
T C V részhalmazéara nézve k-szor (s, T)-él6sszetiiggd, azaz létezik s-b6l T minden
pontjaba k-élidegen ut. Tegyiik fel, hogy mindenv € V —T — s csticsra o(v) > §(v).
Ekkor létezik k élidegen s-gydkerii feny6, melyek mindegyike tartalmazza az egész
T-t.

Reészpakolasok folytatasa

Edmonds valojaban azt az altalanosabb kérdést vizsgélta, amelyben a digraf csa-
csainak adott k nemiires részhalmazarol kivanjuk eldonteni, hogy vajon k élidegen
feszits fenyves gyokér-halmaza-e. (Egy irdnyitott erd6t akkor neveztiink fenyves-
nek, ha minden pont befoka legfeljebb egy, azaz ha az erdé minden komponense
feny6. A 0 befokit pontok halmazat a fenyves gy6kér-halmazanak nevezziik. Egy
D = (V, A) iranyitott graf feszité fenyvesén olyan fenyvest értiink, amelynek
ponthalmaza V', mig élhalmaza az A-nak része.)
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Amikor mind a k halmaz az egypontu {s}, akkor kapjuk vissza a kozos gyokert
feszité fenyck probléméjat. Kicsit szemléletesebb azonban ezt a fenyves-pakolasi
kérdést abban az ekvivalens alakban megfogalmazni, amelyben &k darab el6re adott
élidegen s-gyokerd részfenyst élidegen feszits s-fenySkké kiegésziteni. Ezt valaszolja
meg az Edmonds tétel erds alakja.

4.2.4. tétel (Edmonds: erds alak, 1973). A D = (V, A) irdnyitott grafnak legyen
s kijeldlt gyokérpontja. Adott Fy, ..., Fy élidegen s-gyokerd D-beli feny6t (melyek
élhalmaza lehet iires, de mindegyikiik ponthalmaza tartalmazza s-t) akkor és csak
akkor lehet D-ben k paronként élidegen s-gyokerti feszit6 fenyévé kiegésziteni, ha

(4.2) o' (X) > p(X) teljesiil minden § # X CV — s halmazra,

ahol ¢'(X) jeléli az X-be 1ép6, az F;-k altal nem hasznéalt élek szamat, mig p(X)
jeloli azon F; fenyok szamét, amelyekre V(F;) N X = 0.

A tételre Lovasz [40] adott rovid, egyszerd bizonyitast, amely raadasul, egy
maximalis folyamot kiszamité algoritmusra tdmaszkodva polinomialis algoritmussa
alakithat6. Edmonds az erGs alakot valojaban az aldbbi ekvivalens formaban iga-
zolta.

4.2.5. tétel. A D = (V, A) irdnyitott grafban legyen Ri,..., R a pontoknak k
(nem feltétleniil diszjunkt, vagy kiilonbozs) részhalmaza. Akkor és csak akkor
létezik D-nek k élidegen feszitd fenyvese, melyek gyokér-halmaza rendre Ry, . . ., Ry,
ha barmely () # Z C V részhalmazra a o(Z) befok legalabb azon R; halmazok
szama, melyek diszjunktak Z-tol.

Mi torténik, ha nem részfenySket akarunk élidegen modon feszit s-fenyckkeé
kiterjeszteni, hanem fenyveseket? A legegyszertibb, k = 1 esetben koénnyen belét-
hato a kovetkezs tétel.

4.2.6. tétel. Tegyiik fel, hogy a D = (V, A) digrifban van s gyokerd feszits fenyd
és s-be nem 1ép él. A digréf egy (V, B) fenyvese akkor és csak akkor egészithetd ki s
gyokerti feszité feny6vé, ha nincsen olyan Z C V' — s részhalmaz, amelybe egyrészt
B-beli él nem 1ép be, masrészt minden Z-be 1ép6 uv élre v-be Iép B-beli é1.

Egyetlen fenyves kiegészitése fenyévé tehat konnyt feladat. Ha azonban egy
helyett kett§ fenyvest akarunk élidegen modon egy-egy s gyokert feszits fenyGvé
kiegésziteni, akkor a probléma NP-teljessé valik méar abban az igen egyszertien
hangzo6 specialis esetben is, amikor az egyik fenyvesnek egyaltalan nincs éle és
a masiknak is csak kett6 van. Ennek segitségével ugyanis meg lehet oldani az
irdnyitott grafra vonatkozo két élidegen ut probléméajat, amirdl ismeretes, hogy NP-
teljes, és ami abbol all, hogy egy digrafban s;-bdl t;-be keresiink egy-egy élidegen
utat (i = 1,2). A visszavezetés érdekében adjunk a digrafhoz egy 4j s pontot, egy 1j
t pontot, s-bdl s;-be egy élt, t;-bdl t-be egy élt (i = 1,2), végiil t-bsl minden pontba
két parhuzamos élt. Alljon Fy az ssi,t1t élekbdl, mig Fo-nek nincs éle és egyetlen
pontja s. Kénnyen ellendérizhetd, hogy a kibdvitett digrafban akkor és csak akkor
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van két olyan élidegen s-gyokeri feszit§ fenys, melyek egyike tartalmazza Fi-t,
maésika pedig F>-t, ha az eredeti digrafban létezik egy-egy élidegen 1t s1-bdl ¢4-
be, illetve s3-bdl to-be. Vagyis ha a fenyves kiegészitési problémat meg tudnank
polinom idében oldani, akkor a két élidegen ut NP-teljes probléméjat is.

Alkalmazas: élidegen utak

Edmonds tételébdl rogton kiolvashato az alabbi:

4.2.7. kovetkezmény. Legyenek {s;,t;} pontparok egy k-élosszefiiggs D digraf-
ban. Ekkor léteznek élidegen s;t;-utak (i =1,2,...,k).

Megjegyzendd, hogy a Kovetkezmény nem jon ki Menger tételébdl.

4.2.2. Diszjunkt fak iranyitatlan grafban

A 3.4.4 irdnyitasi tételt Edmonds 4.2.2. tételével Osszerakva, rogton megkapjuk
Tutte nevezetes tételét diszjunkt fak létezésérdl.

4.2.8. tétel (Tutte, 1961). Egy irdnyitatlan G = (V, E) grafban akkor és csak
akkor létezik k élidegen feszit6 fa, ha G k-particio-Osszefiiggs, azaz e(F) > k(t — 1)
teljesiil V- minden F := {V1,...,V;} particiéjara. m

Megjegyezziik, hogy e tétel maga utan vonja a 3.4.4 irdnyitési tételt, hiszen a
k fat kiilon-kiilon kénnyen megiranyithatjuk gyokeres feny&vé. Ugyanakkor Tutte
tételének eredeti bizonyitédsa nehezebb, mint a fenti megkozelités, amely a forditott
utat jarta be: sem Edmonds diszjunkt feny6 tétele, sem pedig a 3.4.4 iranyitési tétel
bizonyitasa nem kiilénosképp nehéz. Miutan mindkét tétel bizonyitasa algoritmi-
kus, ez a megkozelités egyuttal algoritmust is jelent a k élidegen feszits fa, illetve
az ezek nem-létezését igazold hidnyos particié megkonstrualasara.

Az a feladat, hogy miként lehet egy olyan minimaélis koltségi részgrafot meg-
talalni, amely tartalmaz k élidegen feszité fat, mar matroidokat igényel, melyek
segitségével raadéasul a kovetkezd még altaldnosabb probléma is kezelhetévé valik.
Ha a graf élhalmazan adottak a cq, ..., cp koltségfiiggvény, hogyan lehet Fi, ..., Fy
élidegen feszit¢ fakat megkeresni ugy, hogy a Y ¢;(F;) Ossz-koltség minimalis le-
gyen?

4.2.3. Szabad gyo6kerti fenySk pakolasa

Mi a helyzet, ha a feny6k gyokerei nincsenek elére rogzitve, azaz mikor létezik a
digrafban k élidegen feszits feny6? A kérdést dltalanosabb formaban a [16] dolgozat
valaszolta meg.

4.2.9. tétel. Legyenek adottak f: U — Zy alsé és g: U — Z4 U{oo} felsd korla-
tok, melyekre f < g. Egy D = (U, A) iranyitott grafban akkor és csak akkor létezik
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k péaronként élidegen feszité fenyd gy, hogy mindegyik v cstcs koziiliik legalabb
f(v)-nek és legfeljebb g(v)-nek a gyidkere, ha

(4.3) f(U) <k,

t

(4.4) > on(Xi) = k(t —1) + f(Xo)

i=1

fennall U minden olyan {Xo, X1,...,X:} partici6jara, amelyben csak X, lehet
lires, és

(4.5) g(X) >k — op(X) minden X-re, ) ¢ X CU.

4.2.10. kévetkezmény. Egy D = (U, A) digratban akkor és csak akkor létezik k
élidegen feszit6 fenys, ha U minden {X1,..., X} rész-particidjara 22:1 op(X;) >
kt—1). m

A lanctulajdonsag

A 4.2.9. tételbdl kiolvashatdan fenyGpakolasokra is érvényes a lanctulajdonség.

4.2.11. kévetkezmény. Ha a D = (U, A) digrafban létezik k élidegen feszité fenyd
gy, hogy mindegyik v csiics legfeljebb g(v)-nek gyokere, tovabbé létezik k élidegen
feszitd feny6 tgy, hogy mindegyik v csics legalabb f(v)-nek gydkere, akkor tgy
is létezik k élidegen feszit6 fenys, hogy mindegyik v cstcs legalabb f(v)-nek és
legfeljebb g(v)-nek gydkere. m

4.3. Fedések

Az Edmonds-tételbdl egyszert konstrukcio révén kapjuk a kovetkezdt.

4.3.1. tétel. A D = (V, A) digraf élhalmaza akkor és csak akkor fedhets le k
fenyvessel, ha (i) minden pont befoka legfeljebb k, és (i) i(X) < k(| X| —1) teljesiil
minden X C 'V halmazra, ahol i(X) jeloli az X &ltal feszitett élek szamat.

Erdekes az alabbi kivetkezmény.

4.3.2. kbvetkezmény. Ha egy parhuzamos élt és hurkot nem tartalmazoé digrafban
minden pont befoka legfeljebb K, akkor az élhalmaz lefedheté K + 1 fenyvessel.

4.3.1. Fedés fakkal

Az iranyitasok hasznat jol szemlélteti az alabbi iranyitatlan grafokra vonatkozo
nevezetes tétel bizonyitasa.

42



4.3.3. tétel (Nash-Williams, 1964). Egy G = (V, E) iranyitatlan graf élhalmaza
akkor és csak akkor fedhetd le k erdével, ha minden () # X C V részhalmazra

(4.6) ic(X) < k(1X] - 1).

Bizonyitas. A 3.1.7. tétel szerint G = (V, E)-nek akkor és csak akkor van olyan
irdnyitasa, amelyben minden pont befoka legfeljebb k, ha ig(X) < k| X| teljesiil
minden X C V-re. Igy a tétel feltételébdl kovetkezik ilyen iranyitas létezése, és
ezért a 4.3.1. tételt alkalmazhatjuk. m

Tehat Nash-Williams tételének bizonyitasdhoz sziikségiink volt az 4.3.1. té-
telre, ami az Edmonds féle diszjunkt feny6 tétel kozvetlen folyoménya volt és a
Hakimi féle iranyitasi tételre.

Ervényes a Nash-Williams-tétel alabbi altalanositasa.

4.3.4. tétel. Egy G = (V, E) Osszefiiggd irdnyitatlan graftban adott k darab részfa:
7=, Fy),..., Ty = (Vi, Fy), melyek F; élhalmaza lehet iires, de a V; cstcshal-
maz nem. Jelolje F' := UF;. A T; fakat akkor és csak akkor lehet kiegésziteni E — F
éleibél olyan feszit6 fakka, melyek uniéja E, ha minden §) # X C V részhalmazra

(4.7) ip-r(X) <> bi(X),

ahol b;(X):=|X —V;|, ha XNV, #0 és b;(X) :=|X|—1, ha X NV, =0, vagyis
a b;(X) szam azt mutatja, hogy a T; fa egy kiegészitése maximum hany X altal
feszitett E — F-beli élt tartalmazhat.

4.3.2. Fedés fenySkkel

Vizsgéljuk meg, mi a helyzet, ha fenySk pakolasa helyett a fenySkkel fedni szeret-
nénk az éleket. Egy D = (V, A) digraf pontjainak barmely X C V részhalmazahoz
jelolje B(X) := {v € X: létezik olyan uv € A él, amelyre u € V — X} az X hal-
maz bejaratit. Ez tehat azon X-beli pontokbdl all, melyekbe vezet X-en kiviilrsl
él. A kovetkez$ eredmény, amely az Edmonds tétel egyfajta fedési ellenpéarjanak
tekinthetd, egyszeri konstrukcio segitségével levezetheté az Edmonds tételbdl.

4.3.5. tétel (Vidyasankar, 1978). Legyen s a D = (V, A) digraf egy kijelolt pontja,
amibe nem 1ép be él. D éleit akkor és csak akkor lehet k darab s-gyokerti feszité

fenyével lefedni, ha (i) minden v € V — s pontra ¢(v) < k, és (ii) minden X CV —s
halmazra

(4.8) k—o(X) <> [k—o(v): veBX)],

ahol B(X) az X bejératat jeloli.
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5. Osszefiiggsségi tulajdonsagok kialakitasa és megsrzése

5.1. Novelési és részgraf problémak kapcsolata

A részgraf problémaban egy adott tulajdonsagu (példaul osszefiiggd) graf minimalis
ilyen részgrafjat kerestiik. A novelési problémaban a kiindulasi grafnak nincs meg
a kivant tulajdonsaga és bizonyos miiveletek segitségével szeretnénk elérni, hogy
meglegyen. Ez a mivelet lehet egy 1j él (vagy csucs, esetleg hiperél) hozzaadésa, de
egyéb miiveletek is érdekesek: példaul élosszefiiggbség esetén két cstics 6sszehizésa
vagy egy iranyitott él iranyanak a megforditasa.

A novelési és részgraf problémék szoros kapcsolatban vannak egyméassal. Te-
gyiik példaul fel, hogy a névelési problémaban egy G = (V, E') nem 6sszefiiggs grafot
szeretnénk azza tenni minimalis 6ssz-koltségii 0j él hozzavételével. Jeldlje a lehetsé-
ges 1j élek grafjat H = (V, F) (amelyre (V, E + F) Osszefiiges) és legyenc: FF— R
a koltségfiiggvény. A megoldas egyszerti: terjessziik ki a ¢ koltségfliiggvényt a G + H
grafra ugy, hogy minden E-beli e élen c¢(e) = 0, majd a Kruskal algoritmussal ke-
ressiink G + H-ban minimaélis koltségi feszits fat. Ennek H-beli élei definialjak a
keresett minimalis névels élhalmazt.

Ez a fajta visszavezetés minden olyan esetben miikédik, amikor a minimalis
koltségt részgraf probléma kezelhets. Igy példaul az 1.5. szakaszban ismertetett
Ford-Fulkerson féle koltséges folyamalgoritmus segitségével algoritmikusan meg-
oldhat6o az a novelési probléma, amikor a digrafban nincsen k élidegen st-ut, és
minimalis Gssz-koltségl 0j él hozzavételével szeretnénk elérni, hogy legyen. (A spe-
cialis k = 1 esetben elég Dijkstra algorimusa.) Analég modon, az 1.2.2. szakaszban
vazolt Chu és Liu féle algoritmus minimaélis koltségi feszité s-fenys kiszdmitasara
hasznalhato a minimalis koltségii novelés megoldésara, ha a megnovelt digraftban
minden cstics s-bdl vald elérhetGsége az elérendd cél.

Megforditva is, amennyiben egy minimaélis koltségl névelési probléma megold-
hato, akkor egy G graf minimalis kdltségii részgrafjanak problémaéja is, hiszen ez
utobbi felfoghatd tgy, hogy az élmentes grafot akarjuk névelni G éleinek felhasz-
nélasaval.

Ez az ekvivalencia abban az értelemben &ll fenn, hogy a részgraf feladat ponto-
san akkor oldhaté meg minden nemnegativ koltségfiiggvényre, amikor a megfelel
novelési feladat. Kideriil azonban, hogy vannak olyan tulajdonségok is, amikor az
optimalis részgraf probléma NP-teljes, mig a megfelel6 novelési feladat szépen ke-
zelhets, legalabbis szabad ndvelések esetén. Akkor beszéliink szabad novelésrdl,
ha a kiinduléasi (di)grathoz a cstcshalmazanak barmely két pontjat osszekots él,
akarhany példanyban a (di)grafthoz adhato, tovabba minden él koltsége egy.

5.2. Globalis él6sszefiiggdség iranyitatlan grafban

Tekintsiik azt a novelési problémat, amelyben a kiindulasi G = (V| E) grafot k-
élosszefliggéve akarjuk tenni (k > 2) egy H = (V, F) grafbol valasztott minimalis
Ossz-koltségt 4j él hozzavételével. Kezdjiik a k = 2 speciélis esettel.
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5.2.1. 2-él6sszefiiggdvé novelés

Igazolhato, hogy a feladat NP-teljes mér abban a specialis esetben is, amikor G fa
és a koltségfiiggvény H élein azonosan 1, vagyis amikor egy (V) E) fat kell mini-
maélis szdma H-beli él hozzdadasaval 2-él6szefiiggévé tenni. Ugyanakkor Eswaran
és Tarjan [13] kimutatta, hogy szabad novelés esetén tetsz6leges kiindulasi grafra a
minimélis élszamu 2-élsszefiiggGvé novelés problémaja megoldhaté. A G graf pont-
jainak egy nemiires U részhalmazat nevezziik 2-t6mornek, ha U 2-él6sszefiiggs
grafot feszit és az U foka kisebb, mint 2. Kénnyen ellenérizhets, hogy a 2-t6mor
halmazok paronként diszjunktak. Ezek kozil jelolje ¢y a O-foktiak szamat (vagyis ez
G azon komponenseinek szdma, melyek 2-élosszefiiggsek), mig t1 legyen az 1 foku
2-tomor halmazok szama.

5.2.1. tétel (Eswaran és Tarjan, 1976). Egy G = (V, E) nem 2-élosszefiiggd ira-
nyitatlan graf 2-élosszefiiggévé noveléséhez sziikséges 1j élek minimalis v szama
to+ [t1/2].

Bizonyitas. Ha egy 2-tomoér halmazt 6sszehtizunk egy pontté, akkor sem a tg,t1
értékek, sem a minimalis v nem valtozik, igy feltehetjiikk, hogy minden 2-t6mor
halmaz egypontiu, azaz G erds. Ekkor tg az erd6 egypontt komponenseinek a
szamaval egyenld, mig t; az els6foka pontjainak szaméaval.

Egy 2-él6sszefiiggs névelésben minden 0 fokd csics legaldbb 2 1j éllel szom-
szédos és minden 1 foku cstcs legalabb 1-gyel, igy legalabb tg + [t1/2] 1] élnek kell
lennie.

Annak kimutatasahoz, hogy ennyi él elegend§ is, tegyiik fel elGszor, hogy G
nem Osszefliggs. Legyen u és v két legfeljebb els§ fokt pont, melyek nem egy
komponensben vannak. Az uv élt a grathoz adva a megfelels tg + [t1/2] érték
pontosan eggyel csokken, igy indukciéval kész vagyunk.

Feltehetjiik tehat, hogy G fa (és igy to = 0), melynek legalabb 2 pontja van
(és igy t1 > 2). Amennyiben t; = 2, 4gy a fa egy ut, melynek két végét egy 0j éllel
Osszekotve 2-6l6sszefiiggd grafot kapunk. Ha t; = 3, ugy a fa egy pontbdl kiinduld
3 (amugy diszjunkt) at, melyek {a, b, c} végpontjai kozé betéve az ab és ac 1j éleket
2-él6sszefliggd grafot kapunk.

Igy tehat ¢, > 4. Ekkor a faban van olyan P 1t, amely két elsé foka pontot
kot Ossze és P-bol legalabb két él 1ép ki (példaul egy legalabb negyedfokd ponton
atmend maximalis, vagy két harmadfoka ponton 4tmend maximalis Gt megteszi.)
A fahoz adva az ut két végpontjat Gsszekots élt a tg érték tovabbra is 0 marad,
mig a t; érték kett&vel csokken, hiszen a keletkez6 C kor biztosan nem lesz 2-
tomor, mert P valasztasa miatt a foka legalabb 2. Vagyis a tog + [t1/2] szam az él
hozzaadasaval eggyel csokken és indukcidval kész vagyunk. B

5.2.2. k-élosszefiiggdvé novelés

Miként altalanosithaté a fenti eredmény, ha a noveléssel magasabb élosszefiiggs-
ség elérése a cél? Bar az 5.2.1. tétel bizonyitésa igazan egyszertd, ahhoz azonban
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némileg vacakolds, hogy az altalanos k-élosszefliggéségre névelést ezen az dton ke-
zelni lehessen. Ezért egy gyokeresen kiillonbo6z6 megkozelitésre van sziikség. A tritkk
az, hogy a minimalis novelési feladat kozvetlen megoldasa elé egy segédfeladatot
iktatunk be, amelyben a névels grafnak a fokszamait irjuk els, és csak ezt kdve-
t6en nézziikk meg, hogy miként lehet egy minimalis realizédlhaté fokszam-sorozatot
talalni.

Fokszam-elSirt novelés

Tegyiik fel, hogy k > 2 és a G = (V, E) iranyitatlan graf nem k-élosszefiiggs. Adott
az m: V — Z, fokszam-elSiras és egy olyan H = (V, F') grafot keresiink, melyre
G+ H k-él6sszefiiggs és d g (v) = m(v) minden v csticsra. A kovetkezs eredmény [20]
azon az egyszeri, de hatékonynak bizonyul6 észrevételen milik, hogy a fokszam-
el6irt noévelési probléma valdjaban ekvivalens Lovasz 2.1.3 leemelési tételével.

5.2.2. tétel. Adott G = (V, E) graf, k > 2 egész, ésm : V — Z, fokszam-eldiras.
Akkor és csak akkor létezik olyan H = (V, F) graf, amelyre dgy(v) = m(v) teljesiil
minden v € V pontra és G + H k-élosszefiiggs, ha m(V') péros és

(5.1) m(X) > k — do(X)
teljesiil minden () # X C V részhalmazra, ahol m(X) =" [m(v): v € X].

Minimalis névelés

A kérdésre, hogy minimum hany él hozzavételével tehets egy graf k-élosszefiiggéve
a valaszt Watanabe és Nakamura [53] adta meg. Ennek eredeti bizonyitasa igen
hosszadalmas, de az 5.2.2. tétel kdzbeiktatasaval a tétel néhany sorban levezethetd
[20]. Nemiires diszjunkt halmazoknak egy rendszerét részparticionak neveztiik.

5.2.3. tétel (Watanabe és Nakamura, 1987). Egy G = (V, E) iranyitatlan graf
akkor és csak akkor tehet6 legfeljebb  1ij él hozzadadéséaval k-élosszefiiggévé (k > 2),
ha a pontok minden {X,..., X} részparticiéjara

(5.2) 2y > Z [k —d(X;)].

Miésszoéval, azon élek minimalis sziama, melyeknek G-hez adésa k-él0sszetiiggd grafot
eredményez, egyenld a max ( Yo (k—d(X;)/ 2—| értékkel, ahol a maximum a 'V dsszes
részparticiojara megy.

Megjegyzends, hogy Watanabe és Nakamura tétele k = 1-re nem érvényes.
A tétel bizonyitésa [20]-ben egyuttal polinomialis algoritmust is szolgaltat a mini-
maélis novelés megkeresésére.

A k-élosszefiiggbség altalanositasaként a 3.4. szakaszban bevezettiik a (k,1)-
particio-Osszefliggdség fogalmat (0 <! < k), ahol minden t-részes partici6é keresz-
télei szamanak kellett legalabb k(¢ — 1) 4 l-nek lennie. A minimalis koltségt (k,1)-
particio-Osszefiiggd részgraf keresésének problémaja az [ = 0 esettdl eltekintve NP-
teljes. A (k,0)-particio Osszefliggsség Tutte tétele nyoméan épp a k élidegen fa léte-
zésével ekvivalens.
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Természetesen adddik a kérdés, hogy az 1 <1 < k esetben legkevesebb hany
4j él hozzdadaséaval tehets egy graf (k,1)-particié osszefiiggbvé. A valaszhoz altala-
nosabb eszkozok sziikségesek, igy azt a II. részre hagyjuk.

5.3. Lokalis élosszefiiggdség iranyitatlan grafban
Lovasz leemelési tétele a k-élosszefiiggGség megdrzésérdl szolt, mig a Watanabe-
Nakamura tétel az élosszefliggGség minimélis szamu éllel valé novelésérsl. Ezen
eredményeket dltaldnosithatjuk arra az esetre, amikor az egyes pontparok kozotti
Hlokalis” élosszefiiggGségre mas és mas elSirasunk lehet.

5.3.1. A lokalis élosszefiiggfség megdrzése

Legyen G = (V + z, F) iranyitatlan Osszefiiggs graf, amelyben A(u,v) = A(u, v; G)
jeloli az w, v pontpart elvalasztdé minimalis vagas elemszamat, ami Menger tétele
alapjan az u-t és v-t Osszekots élidegen utak maximalis szama. E szamot az u
és v lokalis élosszefiiggbségének hivjdk. Egy élpart leemelhetének mondunk,
ha a két él kozos vége a z pont és leemelésiik minden u,v € V' pontpar lokalis
élosszefliggGségét megdrzi.

Mader [45] megadta, hogy mikor létezik leemelhetd élpar. Feltessziik, hogy
V-nek legalabb két pontja van és z szomszédjai kozott a lokalis élosszefiiggGség
legaldbb 2. Ez utobbi azzal ekvivalens, hogy:

(5.3) nincs z-bdl indulé elvago él.

5.3.1. tétel (Mader, 1978). Legyen G = (V + z, E) 0sszefliggd irdnyitatlan graf,
amelyben d(z) # 3 és (5.3) teljesiil. Ekkor létezik leemelhetd élpar.

A tételnek a kovetkezd ekvivalens alakjara viszonylag egyszert bizonyités ta-
lalhato [25]-ben.

5.3.2. tétel (Mader). Legyen G = (V + z, E) Osszefiiggd iranyitatlan graf, amely-
ben d(z) paros és (5.3) teljesiil. Ekkor a z-bdl kiindulé6 élek d(z)/2 parba allithatok
ugy, hogy e parokat egymas utan leemelve a lokalis élosszefiiggdségek nem csékken-
nek.

5.3.2. A lokalis élosszefiiggés novelése

Mader tétele felhasznalhato a lokalis élosszefliggbség optimaélis novelésére. E célbol
legyen G = (V, E) iranyitatlan graf, r(z,y) (z,y € V') nemnegativ egészértéki fligg-
vény, amely szimmetrikus, azaz r(z,y) = r(y, z). Adott tovabba egy m: V — Z
fiiggvény, amelyre m (V') paros. Feltessziik, hogy

(5.4) G-nek nincsen olyan C' komponense, amelyre m(C) = 1.

A kovetkezd eredmény lényegében Mader tételének atfogalmazésa.
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5.3.3. tétel. Akkor és csak akkor létezik olyan H = (V, F) graf, amelyre
(5.5) di(v) =m(v)

minden v € V-re fennall és

(5.6) Ma,y;GT) = r(z,y)

teljesiil minden x, y pontpérra, ahol Gt =G + H = (V,EUF), ha

(5.7) m(X) > Ry(X) — dg(X)

érvényes minden X CV részhalmazra, ahol R,(X) :=max{r(z,y): z€ X, y €
V-X}

Ebbdl levezethets a minimalis élszamu névelésre vonatkozo tétel. Azt mondjuk,
hogy a G graf valamely C komponense marginalis (r-re nézve), ha R,.(C) < 1.

5.3.4. tétel [20]. Tegyiik fel G-nek nincs marginalis komponense. Akkor és csak
akkor létezik olyan legfeljebb v élii H = (V, F) graf, amelyre \(z,y; GT) > r(z,y)
teljesiil minden x, y pontpdrra, ahol Gt = G+ H = (V,EUF), ha

(5.8) D [RA(X0) — da(Xi)] < 29

teljesiil V- minden {X1, ..., X} rész-particiéjéra.

A bizonyitas gondolatmenetét jelentésen tovabbfejlesztve Jordan és Szigeti [33]
Mader tételének nagymérvi altalanositasat adta.

5.3.5. tétel (Jordan és Szigeti). Legyen G = (V + z, E) 2-élosszefiiggd graf, amely-
ben z egy kijel6lt pont. Legyenek d,...,d, egészek (p > 2), melyekre d; > 2 és
> d; = dg(z). Adott tovabbd egy szimmetrikus r(u,v) fiiggvény (u,v € V) a pont-
parokon. A z csiics pontosan akkor szedhetd szét p csiicsba ugy, hogy a p csics
foka rendre dy,...,d,, és a keletkez6 G' grafban minden {u,v} csticspar lokélis
élosszefiiggbségre \(u,v; G') > r(u,v), ha r(u,v) < A(u,v;G) és Au,v;G — z) >
r(u,v) —>F_,|d;/2] minden {u,v} csticsparra érvényes.

5.4. Iranyitott grafok Gsszefiiggdségének novelése
5.4.1. Erdsen Osszefiiggévé novelés

A D = (V, A) iranyitott grafot szeretnénk erdsen Gsszefligg6vé tenné minimalis 6ssz-
koltségt 1] él hozzavételével. Jelolje H = (V, F') a lehetséges 1j élek digrafjat, amely-
6l feltessziik, hogy D+ H = (V, A+ F) erGsen Osszefiiggs, és legyen ¢: FF — R
a koltségfiiggvény. A feladat NP-teljes méar abban a specialis esetben is, amikor
D-nek egyaltalan nincs éle és ¢ azonosan 1, ilyenkor ugyanis az optimum értéke
pontosan akkor n (a csicsok szama), ha H tartalmaz Hamilton kort.
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Van azonban két fontos specialis eset, amikor a minimalis élszamu névelésre
kerek valasz adhaté. Az els6ben barmilyen 1j él hasznalhato, a méasodikban pedig
H-ban csak olyan uwv élek fordulhatna els, melyekre v-bél u elérheté D-ben. Ezen
utobbi kérdésre valojaban Lucchesi és Younger 2.2.3. tétele mar meg is adta a
valaszt.

Szabad novelés

Egy digraf erGsen Osszefiigg6 komponenseit egy pontra huzzuk, aciklikus dig-
rafot kapunk. Egy erdsen Osszefiiggé komponensre azt mondjuk, hogy forras-
komponens, ha nem 1ép bele él és nyel6-komponens, ha nem 1ép ki beléle él.
Az el6bbiek szamat jeldje cy, az utobbiakét c,,.

5.4.1. tétel (Eswaran és Tarjan, 1976). Egy D = (V, A) nem erdsen Osszefiiggd
irdanyitott graf erésen Gsszefiliggévé noveléséhez sziikséges 1j élek minimalis v szama
max {cf, ¢, }.

Bizonyitas. Mivel minden forras-komponensbe kell 1j élnek belépnie és minden
nyelé-komponensbél kell 1j élnek kilépnie, ezért v > cy és v > c,. Egy erdsen
Osszefiiggé komponens egy pontra hizasaval sem a min sem a max értéke nem
valtozik, igy elég a tételt aciklikus digrafokra igazolni. Feltehets, hogy nincs izolalt
pont. Valéban egy v izolalt pontot szétnyithatunk egy éllé azaz helyettesithetjiik
egy vv’ iranyitott éllel, ahol v’ ij pont. Ezaltal sem a min, sem a max értéke nem
valtozik.

Ha egy t nyel6pont nem érhetd el valamely s forraspontbél, akkor a digraf
az 4j ts él hozzédadasaval aciklikus marad, és mivel a max értéke eggyel csokkent,
indukcioval készen vagyunk. Feltehetetjiik tehat, hogy minden nyel6pont elérheté
minden forraspontbol. Egyszertibb jelolés végett legyen k := cy és | = c,, Legyenek

a forraspontok sq,. .., sk, mig a nyelépontok t1, . . ., ;. Szimmetria miatt feltehetjiik,
hogy k <. Ekkor a digrafhoz adva az Osszesen [ darab tysq,...,txS; valamint a
tk4+151, k4251, - - ., t1s1 €élt erdsen Osszefiiggs digrafot kapunk. W

5.4.2. k-élGsszefiiggdvé novelés

Az altalanos k-élosszefiiggGség novelési feladatban egy D = (U, A) irdnyitott grafot
szeretnénk minimaélis szama Gj él hozzdadaséaval k-élosszefiiggévé tenni. A megol-
déasdhoz az iranyitatlan grafoknal megadott utat kovetjiik.

Fokszam-elGirt novelés

Az alapészrevétel [20] az az egyszert megfigyelés, hogy a fokszam-elsirt iranyitott
novelés problémaja ekvivalens Mader 2.1.6 iranyitott leemelési tételével.

5.4.2. tétel. Adott D = (U, A) digraf és mpe : U — Zy, my; : U — Z, fokszam-
elirasok. Akkor és csak akkor létezik olyan H = (U, F') digraf, amelyre op(v) =
Mpe(v) és 0 (v) = myi(v) teljesiil minden v € U pontra és D + H k-él6sszefiiggd,
ha mpe(U) = myg(U),

(5.9) mpe(X) >k — op(X)
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és
(5.10) mig(X) >k — dp(X)
teljesiil minden ) # X C U részhalmazra.
Erre tamaszkodva levezethetd a minimalis névelésre vonatkozo tétel.

5.4.3. tétel [20]. Egy D = (U, A) irdnyitott graf akkor és csak akkor tehetd
legfeljebb v 1j él hozzaadasaval k-élGsszeliiggdvé, ha a pontok minden { X1, ..., X;}
rész-particiéjara

(5.11) tEDIILENC0)

és

(5.12) v > Z [k —0(X,)].

A k-élosszefliggdseg altalanositasaként a 3.4. szakaszban bevezettik a (k,[)-
élosszefliggtség fogalmat. Egy digraf (k,[)-élosszefiiggévé novelésének kérdésére a
valaszt a II. részben ismertetend§ ,,absztrakt” novelési eredmény tartalmazza.

5.4.3. Lokalis élGsszefiliggdség digrafban

Az iranyitatlan esetben a szabad ndvelési problémat akkor is meg tudtuk oldani,
amikor kiilonb6z8 pontparokra eltérd osszefliggdségi elvarasok voltak kittizve. Ira-
nyitott grafoknal rosszabb a helyzet. Ha példaul a digraf pontjainak adott két nemii-
res, S és T részhalmaza, érdeklédhetiink olyan minimélis névelés irant, amelyben
T minden pontja elérheté S minden pontjabol. Ez &ltalanositja az erésen Ossze-
fiigg6vé tevést (S =T = V). Sajnos tulsdgosan is, mert a probléma mar akkor is
NP-teljes, ha S =T vagy ha |S| = 1. Ugyanakkor, ha a noveléshez csak ST-éleket
engediink meg, akkor a probléméanak még az ST k-élosszefiiggGségre vonatkozo &l-
talanositasa is jellemezhets. Egy (nem hurok) élre akkor mondjuk, hogy ST-€l, ha
a téve S-ben a feje pedig T-ben van.

Egy digrafot akkor neveziink ST k-élosszefiiggének, ha S minden pontjabol
vezet k élidegen ut T minden pontjaba. (Ez er6sebb annal, mintha csak azt kivan-
nank, hogy az S halmazbol vezessen k élidegen ut a T-be).

Cstcsok egy X részhalmazat nevezziik lényegesnek, ha X NT # (J és S — X #
(), ami azzal ekvivalens, hogy létezik X-be léps ST-él. Halmazok egy Z csaladja ST-
fliggetlen, ha barmely két XY tagjara az X NY NT és S — (X UY) halmazok
koziil legalabb az egyik iires. Ez azzal ekvivalens, hogy nem létezik ST-él, amely
mind X-be, mind Y-ba belép.

Menger tételébsl kovetkezik, hogy egy D+ digraf akkor és csak akkor ST k-
élosszefliggd, ha minden lényeges halmaz befoka legalabb k. A kiindulasi D = (V, A)
digrafban definialjuk egy X C V részhalmaz h(X) hidnyat agy, hogy h(X):=
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(k - QD(X))+7 ha X lényeges, és h(X) := 0 kiilonben. Kapjuk, hogy ST-élek egy F
halmazanak a D-hez adasa pontosan akkor eredményez ST k-élosszefiiggs digrafot,
ha op(X) > h(X) minden X C V-re teljesiil, roviden F fedi h-t. A kikeresztezési
technikat hasznélva kaphatjuk meg a kovetkezét.

5.4.4. tétel [21]. A D = (V, A) digrifot ST k-élésszefiiggbvé tevs (vagyis a h-t
feds) uj ST-élek minimalis 15, = 7,(D) szama egyenls az ST-fiiggetlen halmazok
maximalis vy, = vp(D) h-0sszegével.

Nem nehéz ellenérizni, hogy az S =T =V esetben ST-fiiggetlen halmazok
egy tetszGleges rendszere vagy paronként diszjunkt vagy paronként ko-diszjunkt
halmazokbol all, és ezért a 5.4.4. tétel valdoban visszadja a 5.4.3. tételt. Ugyanakkor
a 5.4.4. tétel bizonyitdsa nem algoritmikus szemben a 5.4.3. tételével.

5.4.4. Digrafok pont6sszefiiggdségének novelése

Az ST k-élosszefiiggdség nemcesak azért hasznos, mert altalanositja a k-élossze-
fliggGséget, hanem mert segitségével az iranyitott grafok pontosszefiiggdségének
novelési problémaja is kezelhet&vé valik, ami példaul az iranyitatlan esetben mind-
maig megoldatlan.

Legyen H = (V,J) iranyitott graf. Egy X = (Xk, Xp) part parhalmaznak
hivunk, ha § C Xp C Xx CV, amely nemtrivialis, ha () # Xg és Xx # V.
Xk a parhalmaz kiils6 tagja, mig X5 a bels6. A parhalmaz egyiranya (H-ra
nézve), ha nincs H-nak X-t fed§ éle, azaz olyan él, amely a parhalmaz mindkét
tagjaba belép. Eleknek egy F halmazara o (X) jeloli a X-t fedk szamat. Két par-
halmaz fiiggetlen, ha vagy a belsejiik diszjunkt vagy a kiilsejiik unidja V', vagyis
ha egy éllel nem lehet mindkett&t fedni.

Egy Dt = (V, AT) digrafot akkor neveztiink k-6sszefiiggének, ha |V| >k + 1
és barhogy is kihagyva legfeljebb k — 1 pontot a maradék digraf erésen Gsszefiiggd.
Ez azzal ekvivalens, hogy barmely nemtrividlis egyirdnya péarhalmazra
| Xk|—|XB| 2 k.

Tegyiik most fel, hogy a D = (V, A) digraf nem k-osszefliggd és 1j élek hozza-
adasaval szeretnénk azza tenni. Egy X = (X g, Xp) nemtriviélis egyiranyt parhal-
maz hidnyat definialjuk a

(5.13) hp(X) = (k= (| Xk| - IXB\))+
értékkel.

5.4.5. tétel (Frank és Jordan, 1995). A D = (V, A) iranyitott graf akkor és csak
akkor tehetd legfeljebb ~y 1j él hozzaadaséaval k-Gsszefiiggévé, ha

Z hp(X) <«

XeF

fennall minden egyiranyt fiiggetlen parhalmazokbdél all6 F rendszerre.
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6. Jel6lések, definiciok

Legyen H = (V, F) iranyitott vagy iranyitatlan graf, melynek V a csics- és F
az élhalmaza. Sétan egy olyan vg, e1,v1, €2, ..., e, v sorozatot értiink, amelyben
felvaltva kovetkeznek H-beli pontok és élek, és mindegyik e; él a v;_; pontbol
vezet a v; pontba. A séta zart, ha vg = vi. A szerepld élek szdma a séta hossza.
A legkisebb élszamtu H-beli st-uit hossza a t pont tavolsaga s-t6l. Azt mondjuk,
hogy vy a séta kezdSpontja, mig vy a séta végpontja. A séta kor, ha vy = vy, és
més ismétlédés nincsen. Egy minden élt pontosan egyszer hasznalé zart séta neve
Euler-séta vagy Euler-bejaras. Amennyiben a sétaban nincs ismétlgdés, atrol
beszéliink. (Digraf esetén a hangsuly kedvéért néha kitessziik az iranyitott jelzét:
iranyitott t, irdnyitott kor, irdnyitott Euler-séta). Egy digraf aciklikus, ha nem
tartalmaz iranyitott kort. A teljes graf éleinek megiranyitasaval keletkezd iranyitott
graf neve turnament.

Egy G iranyitatlan graf ponthalmazan az egy tton levés ekvivalencia relécio.
Ennek osztalyai altal feszitett részgrafok a graf (Osszefligg6) komponensei. G
Osszefiiggs, ha barmely két pontja kdzott vezet at, ami azzal ekvivalens, hogy
G cstcsainak minden X C V' nemiires részhalmazara X és V — X kozott vezet
él. A graf k-élosszefiiggs, ha G-nek barhogy kihagyva legfeljebb k& — 1 élét még
mindig Osszefiiges grafot kapunk, ami azzal egyenértékii, hogy minden X C V
nemiires halmazra X és V — X kozott vezet legalabb k él. Parositason egy olyan
grafot értiink, amelyben minden pont foka legfeljebb egy, teljes parositasnal pedig
pontosan egy.

A H iranyitott vagy iranyitatlan grafrol azt mondjuk, hogy k-pontosszefiiggs
vagy roviden k-Osszefiiggd, ha legaldbb k + 1 csiicsa van és barhogy kihagyva
legfeljebb k — 1 csticsot az iranyitott esetben erdsen Osszefiiggs digrafot, mig az
irAnyitatlanban Gsszefiiggs grafot kapunk.

Az irdnyitott D = (V, A) digraf gyOkeresen k-Osszefiiggs (s-re nézve), ha
legalabb k4 1 cstuicsa van és barhogy kihagyva legfeljebb k — 1 darab s-t6l kiilonb6z6
pontjat gyOkeresen Gsszefiiggs digrafot kapunk.

Konnyen lathato, hogy egy D digraf ponthalmazan a kolesonds elérhetgség ek-
vivalencia relaci6é. Ennek osztalyai altal feszitett részgrafok a digraf erSsen Gssze-
fligg6 komponensei. Ezek mindegyikét egy-egy pontra 6sszehtuzva aciklikus digra-
fot kapunk. A digrafot akkor nevezik er6sen 6sszefiliggdnek, ha barmely pontjabol
bamely masikba vezet ut, és akkor s-re nézve gyOkeresen Gsszefiiggdnek, ha
valamely s csticsabol minden més csiicsba vezet tt.

A digraf (gyGkeresen) k-élosszefiiggd, ha barhogy kihagyva legfeljebb k — 1
élét a maradék (gyokeresen) erdsen osszefiiggd, ami azzal ekvivalens, hogy minden
X CV (illetve a gyokeres esetben X C V — s) nemiires halmazra legalabb k él
vezet V — X-b6l X-be. Altalanosabban, a D digraf cstcsainak valamely S és T
részhalmaza esetén azt mondjuk, hogy D ST k-élosszefiiggs, ha minden olyan
X C V halmaz befoka legalabb k, amelyre S — X és X NT nemiires. Egy iranyitott
és iranyitatlan élekbdl allo vegyes grafot akkor neveziink k-élosszefiiggének, ha
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minden iranyitatlan élét két ellentétesen iranyitott parhuzamos élre cserélve k-
élosszefiiggd digrafot kapunk.

Egy H = (V, F) iranyitott vagy iranyitatlan grafrol azt mondjuk, hogy k-
pontssszefiiggd vagy roviden k-Gsszefiiggd, ha legalabb k 4+ 1 csticsa van és
minden csticsabol barmely masikba vezet k darab belsSleg (azaz végpontjaitol
eltekintve) diszjunkt at. D = (V, A) digraf gytkeresen k-6sszefiiggs (s-re nézve),
ha egy kijelolt s csticsdbol mindegyik mas csiicsba vezet k belsSleg diszjunkt tt.
A H = (V,F) (di)grafban jeldlje az s-b8l t-be vezets élidegen utak maximalis
szaméat A(s,t) = A(s,t; H), mig a belstleg pontidegen utakét k(s,t) = k(s,t; H).

Egy kormentes graf neve erdd, mig a fa egy oOsszefliggd erds. Latszik, hogy
a fa élelhagyasra nézve minimalis Osszefiiggs graf, tovabba hogy egy fa felépithetd
egy pontjabol kiindulva 1j élek egymés utani hozzavételével ugy, hogy a soron ko-
vetkezd él egyik végpontja mar meglévs pont, mig a masik 4j. Egy olyan F= (S, E)
iranyitott fat, amelynek minden pontja elérhet§ iranyitott iton s-bél s-fenydnek
neveziink. Azt mondjuk, hogy I fesziti S-t. Ha a fenys részgrafja D-nek és az
egész V halmazt tartalmazza, feszité s-feny6rdl beszéliink. Fenyvesnek hivunk
egy olyan iranyitott erdst, melynek komponensei fenysk. Ellenérizhetd, hogy iréa-
nyitott fa akkor és csak akkor s-fenyd, ha az s € S pont befoka nulla a tébbi ponté
pedig egy. Hasonléan kénnyen latszik, hogy egy s-et tartalmazo digraf pontosan
akkor s-fenyd, ha az s pontbdl kiindulva el§ lehet iranyitott élek egyenkénti hoz-
zévételével allitani ugy, hogy az aktualisan hozzaadott €l feje Gj pont, mig a téve
mar megléve.

G = (V, E) iranyitatlan grafban egy X C V csucshalmaz és V — X komple-
mentere kozott vezetd élek halmazat vagasnak nevezik, mely elemi, ha mind X,
mind V — X Osszefiiggs grafot feszit. A vagasban 1év élek szaméat d(X) = dg(X) =
dr(X) valamelyikével jeloljikk: d(X) az X halmaz foka. Egy v csics d(v) foka a
v-ben végz6ds élek szama, ahol a v-n il6 hurokélek kétszer szamitanak. Tehat d(v)
a vv hurokélek kétszeres szdmaval nagyobb, mint d({v}), de miutan hurokélekre
altalaban nincs sziikségiink, nem okoz zavart, hogy nem tesziink kiilénbséget az
egyelemi halmaz és annak egyetlen eleme kozott. A G graf k-élosszefiiggs, ha
minden vagasa legalabb k éld, mas szoval legfeljebb k élének kihagyédsa utan is
Osszefiiggds.

A vagas fogalméanak altalanositdsaként a V' egy P particiojanak hataran a
particio-részek kozott vezets (an. koztes vagy kereszt-) élek halmazat értjik. En-
nek e(P) elemszéma > [d(Z)/2: Z € P|. A G grafot k-partici6 Ssszefiiggdnek
nevezzilk, ha csicsainak minden ¢-részes particiojanak hatara legalabb k(t — 1)
elemd.

Az XY CV halmazokra d(X,Y) jeloli az X —Y és Y — X halmazok kozott
vezetd élek szamat. I'(X) :={v eV : v eV, uv € E valamely u € X-re} jeloli az
X CV szomszédjainak halmazat. Az X C V halmaz altal feszitett élek szamat
1 (X) jeloli, mig e (X) azon élek szama melyeknek legalabb egyik végpontja X-ben
van. Eszerint i(X) 4+ e(V — X) = |E|. Az X ponthalmazt stabilnak nevezziik, ha
nem feszit élt.
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D = (V, A) digrafban egy X C V részhalmazara a V — X-bsl X-be belépd élek
szamét o(X) = op(X) = pa(X) valamelyike jeloli, ez az X halmaz befoka, mig a
kilépd élekét §(X) = dp(X) = 04(X), ami az X kifoka. Egy v pont g(v) befoka a
v fejii élek szama, igy tehat o(v) a vv hurokélek szémaval nagyobb, mint o({v}).
Hasonloképp, a v csics §(v) kifoka a v t6vii élek szama. Egy © : A — R fiiggvényre
legyen 0.(S) :==>_ [z(uv) :uv € A, uv belép S—be] és legyen 0,(5) := 0, (V — 9).

G = (V, E) iranyitott vagy iranyitatlan grafban og(X) =0(X) (0 C X C V)
jeloli az X elhagyasaval keletkezs graf (irdnyitatlan értelemben osszefiiggs) kom-
ponenseinek szamat. Nem tal nehéz igazolni, hogy metsz6 X, Y halmazokra

(6.1) o(X)+o(Y)<o(XNY)+o(XUY)+d(X,Y).

Egy grafrol azt mondjuk, hogy Euler-graf vagy Euler-féle, ha minden pont-
janak a foka péaros. Egy digrafrol azt mondjuk, hogy iranyitott Euler-graf vagy
Euler-féle, ha minden pontjanak a befoka egyenls a kifokaval. Mind az iranyitott,
mind az irdnyitatlan esetben az Euler-grafot néha ciklusnak nevezik. Kénnyen iga-
zolhato, hogy egy G graf akkor és csak akkor Euler-féle, ha élhalmaza felbonthatod
élidegen korok unidjara, tovabba, hogy G-nek akkor és csak akkor létezik Fuler-
bejarasa, ha Osszefiiggs és Euler-féle. Hasonloképp, egy D digraf akkor és csak
akkor Euler-féle, ha élhalmaza felbonthato élidegen iranyitott kérok uniojara, to-
vabba, hogy D-nek akkor és csak akkor 1étezik iranyitott Euler-bejarasa, ha erésen
Osszefiiggs és Euler-féle. Amennyiben egy digrafban ) € X C V és X-bél nem lép
ki, azaz 6(X) = 0, ugy az X-be beléps élek halmazat egyiranya vagy iranyitott
vagasnak hivjak.

Hipergrafon egy (V,F) part értiink, ahol V adott alaphalmaz, F pedig V
részhalmazainak egy rendszere, amelyben ugyanaz a részhalmaz tobb példanyban
is szerepelhet. Az F tagjai a hipergraf hiperélei.

A V alaphalmaz X, és Y részhalmaza ko-diszjunkt, ha X UY =V. X és Y
metszd, ha X NY # (. X ésY atmetszd, haaz X —Y, Y — X, X NY halmazok
egyike sem tires. X és Y keresztezd, haaz X —Y, Y - X XNY,V - (XUY)
halmazok egyike sem iires. X és Y Osszehasonlithat6, ha X CY vagy Y C X.
V részhalmazainak egy F rendszerét halmazlancnak nevezziik, ha tagjai paron-
ként 6sszehasonlithatéak. F laminaris, ha barmely két tagja vagy diszjunkt vagy
Osszehasonlithato. F keresztezés-mentes (cross-free), ha nincs két keresztezs
tagja.

Egy s-et tartalmazo, de ¢-t nem tartalmaz6é X halmazt nevezziink st-halmaz-
nak.
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Andras Frank: Connections in Combinatorial Optimization

I. Optimization in Graphs

L. Lovasz’ paper entitled Graph Theory and Discrete Programming (in Hungarian)
appeared 30 years ago. Here we summarize recent developments of the area with a
special emphase on connectivity problems. The work consists of two parts. The pre-
sent first one exhibits concrete results concerning paths, trees, cuts, and flows, while
the forthcoming second part is going to explore deeper connections by outlining
the basic techniques of polyhedral combinatorics and submodular optimization.
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