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Bevezetés

A kombinatorikus optimaliz4lds teriilete az utébbi években is igen jelent&s fejlédés-
ben volt. Ez jndokolta, hogy a konyvet egy potfejezettel egészitsiik ki, amelyben
megemlitiink négy olyan tovibbi témat, amely az Olvasdt érdekelheti.

L Részbenrendezett halmazok lincai és antilinca;

A 4. fejezetben szerepelt Dilworth-tétel krmentes irdnyitott graf csticsait fedd utak
minimalis szdmédrdl, Dilworth e tételt eredetileg részbenrendezett halmazokra fo-
galmazta meg (1. a 4. fejezet 9.2. feladatit). Ennek kimonddsihoz bevezetjiik a linc
¢és antilinc fogalmit. A ldnc egy teljesen rendezett részhalmaz, mig az antiline
épp az ellenkezdje: pAronként nem dsszehasonlithaté elemekbdl A1l Ha azt kérdez-
ziik, hogy egy P={p,, p,, . . ., p,} részbenrendezett halmaz legkevesebb hény ldnccal

- fedhetd le, akkor egy maximilis 4 antildnc g elemszdma nyilvan alsé korlat, hiszen

A elemei a felbontdskor biztosan kiiltn ldncokba keriilnek, m4s széval a fedd lancok
minimélis szdma legaldbb akkora, mint & maximilis antildnc elemszdma.
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1. Tétel (Dilworth) Részbenrendezett halmazban a fed8ldncok minimilis széma
a maximdlis antildnc elemszamaval egyenls. :

A 4, fejezet 9, szakaszdban e tételnele érdekes gyakorlati alkalmazdsat 1attuk
repiiléjiratok tervezésénél. Ott az volt a kérdés, hogy ¢l6re adott ttvonalakat,
melyeknek a menetrendje szintén rogzitett, legkevesebb hany repiilSgéppel lehet le-
bonyolitani. Ez pontosan annak felelt meg, hogy egy részbenrendezett halmazt hiny
linc egyesitésére lehet felbontani. Tegyiik most fel, hogy a repiilStirsasignak meg-
hatédrozott szim repiilégépe van. Ha ez a y szdm legaldbb akkora, mint a modellben
a maximdlis antildnc mérete, akkor a tirsasdg az Ssszes 1égiutat el tudja l4tni. A y<a
esetben vetddik fel az az érdekes kérdés, hogy adott szdmn repiilvel maximalisan
hany utat lehet teljesiteni. A részbenrendezett halmazok segitségével ez vigy fogal-
mazhat$ meg, hogy maximdlisan hény elem fedbetd le ¥ linccal, vagy masképpen,
mennyi a y linc egyesitésének a maximdlis elemszdma. Jel6ljiik ezt 2 maximumot
¢,~val. Dilworth tétele, melyet alabb be is fogunk bizonyitani, pontosan azt mondja,
bogy ¢,=n. Be fogunk mutatni egy Greene-t5] {1] szdrmazé minimax-formuldt
¢,ra, €s arra is ravilagitonk majd, hogy a 9. fejezet 4. szakaszédban bemutatott mi-
nimdlksltséges folyam algoritmusbél miként olvashaté ki jé algoritmus az optimalis
v lanc meghatdrozdsira, Miel6tt azonban ezt megtennénk, hadd mutassunk be epy
olyan problémét, amely a Dilworth-tétel ellenparjanak tekinthetS. A kérdés az, bogy
egy részbenrendezett halmaz legkevesebb hdny antildnceal fedhetd le. A maximalis
ldnc ¢ elemszdma nyilvén alsé korl4t.

2. Tétel (Erdds—Szekeres) Részbenrendezett halmazban a fedS antildncok mini-
malis szdma a maximalis linc elemszdmaval egyenld.

Lathatjuk, hogy az Erd&s—Szekeres-tétel formalisan a Dilworth-tételbél a lanc
¢s antildnc szavak felcserélésével keletkezik. Bizonyftdsa azonban sokkal egyszeriibb.
BizonyfTAs Legyen 4, a minimalis elemek halmaza, 4, a2 maradékban a miiimalis
elemek halmaza és igy tovdbb. igy P-t fel tudjuk bontani 4,, 4,, ..., 4, nemiires
halmazokra. Rogton ldtszik, hogy mindegyik A, antildnc. A tételhez csupdn azt kel
kimutatnunk, hogy létezik ¢ elembd] 4116 lanc. Ecélbdl legyen x,€ A, . Mivel 4,_, U A4,
ben x, nem volt minimélis, igy 1étezik olyan x,_,€A4,_, elem, amelyre x, ,<x,.
Mivel x._; nem minimdlis A, ,lJA,_,\Udben, ezért létezik olyan x,_,c4, ,
elem, amelyre x,_,<x,_,, é igy tovibb, minden A-b6l ki tudunk véilasztani egy x;
elemet, amelyek lncot alkotnak. //

Lathatjuk, hogy a bizonyitds egy mohé jellegli algoritmus segitségével tdrtént
(szemben a Dilworth-tétel nemsokdra kdvetkezd bizonyitdsdval). Elszor a mini-
malis fedd antilincokat konstrudltuk meg, majd visszafelé haladva a maximalis
lancot.

FELADATOK

1. ab+ 1 darab pozitiv egész szdm kozbtt vagy van a+ 1, amelyek pironként egy-

més tobbszdrosei, vagy van b+ 1, amelyek paronként nem oszthaték egymdssal.

. 2. Kiilénbdz8 valds szimok ab+1 tagh sorozatdbol kivilaszthatd vagy a+1 tagi
monoton névo, vagy b+ 1 tagid monoton csékkend részsorozat, _

3. Egy egyenesen megadott ab+ 1 szakasz kozitt vagy van a+ 1 paronként disz-

junkt, vagy az egyenesnek van olyan pontja, amely legaldbb b<4-1 szakaszban

benne van.
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(A hédrom feladatban szerepl§ ,,vagy” szét nem kizr6 értelemben értjiik.)

Utmintatds: A feladatokhoz megfelelSen vélasztott részbenrendezett halmazokra al-
kalmazzuk az Erdds—Szekeres-tételnek azt a nyilvinvalé kovetkezményét, hogy
ab+ I elemil részbenrendezett halmazban mindig van egy g+ 1 elemfi linc vagy egy
b+1 elemii antilinc.

A DILWORTH-TETEL BIZONYITASA Azt mutatjuk ki, hogy valamilyen a-ra létezik
« tagl antilanc és P-nek a ldncbdl 4116 felbontdsa. A P részbenrendezett halmaznak
feleltessiink meg egy G=(X, ¥, E) piros grafot, ahol X={x;, x,, ..., X,} Y={V1
Yar - V) €8 (x3))€E, ha P;>p; (tehdt x,-b5l y-be nem vezet €l).

1. Lemma A G graf tetsz8leges F fiigpetlen élhalmaza megfeleltethetd a P olyan
Ci, Gy, .- -, €y lancokbdl AllS felbontasanak, amelyre k+g=n.

BizonyitAs Legyen x,€ X olyan csics, melyet F nem fed. Egy {esetleg egyelemil
lancot készitiink x-hez, a kovetkezSképpen: A linc legkisebb eleme p,- Ha y-t
lefedi valamely (x,, y)€F él, akkor a lanc kivetkezd eleme legyen py- Ha yt lefedi
valamely (x,, y;) Fél, akkor a ldnc kovetkez§ eleme p,, és igy tovibb, a ldncot addig
noveljiik, amig az utolsénak bevett p,, elemhez tartozé y,, csiicsot mér nem fedi le
F-beli é1.

Ily médon az F iltal nem fedett n— | F| darab X-beli cstics mindegyikéhez definidl-
tunk egy lincot P-ben. A lemma 4llitdsa kévetkezik abbél az egyszerfien ellendriz-
hetd ténybdl, hogy e lancok P partici6jat képezik. //

2, Lemma Legyen §% XU Y a pdros graf éleinek minimélis lefogésa, Ekkor P-ben
van olyan A antiléne, amelyre (S| +i{d|=n

BizonvitAs Elfszér beldtjuk, hogy ha x,£8, akkor y,4S. Ha indirekt mindkét
csiics S-ben volna, akkor § minimalitisa folytdn, a grafban valamely (x,, ¥,) éire
;€8 és valamely (x,,y) élre x,45. Ekkor tehat Pe>Pi>=p;, AZazr p>p; és igy
(X4, ¥,) a graf éle. Ezt az élt azonban § nem fogja le, amely eflentmondds bizonyitja,
hogy valéban nem lehet x, és y; mindegyike S-ben.

Legyen A={p,:x,4S & y4S}. Ekkor A a lemma kévetelményét kielégits
antilane. //

A Diiworth-tétel maga azonnal kivetkezik a két lemmabél €s a 4. 3. fejezet
szakaszaban szerepld K&nig—Egerviry-tételbsl. //

A Dilworth-tételnek ez a Fulkersontdl szdrmazé bizonyftisa azzal az el6nnyel
rendelkezik, hogy algoritmikus, ugyanis a feladatot a kétrészes grafok pérositdsi
problémdjira vezeti vissza.

A Dilworth-tételnél lényegesen iltalinosabb eredményt is bizonyitani fogunk.
A Dilworth-téte! bizonyitdsinak kiiln szerepeltetését az indokolja, hogy éppen e
bizonyitast akarjuk 4ltaidnositani, tovdbb4 az 1. lemméra a késdbbiekben kizvetleniil
sziikségiink lesz.

Abogy a Dilworth-tétel altaldnositdsaként kitifztik a y linc egyesitésének
maximalizaldsi problémdjat, az Erd8s—Szekeres-tétel Altaldnositdsaként felvethetjiik
azt a kérdést, hogy o antilinc egyesitése maximum hény elembsl 4llhat, Jeldljiik ezt

a maximumot g,-val. Az Erdds——Szekeres-tétel szerint a,=n, ezért feltehetjiik, hogy

1=g=c.



334 Fliggelék

A c,-ra és g,ra vonatkozd minimax téteiekhez legyen tehdt P={p;; pa, . . ., _.“.L
egy részbenrendezett halmaz, amelyben a maximdlis Jinc és antilinc elemszdma

c. il a.

@, ldnccsalddon diszjunkt nemires Cy, G, ..., G, ldncoknak egy halmazdt

értjiik. .
’ ot antiléncesalddon diszjunkt nemiires Ay, Ay, ..., 4, antiléncoknak egy hal-

mazat értjiik. .

A lancesalddok halmazat jeldlje of, mig az antilincokét B. A kdvetkezGkben,
ha B=(B,, B,, ..., B,) egy halmazrendszer, akkor az B, halmazra az UB jelolést
fogjuk hasznalni. i

Jelslje c;=max|U€,| és a,=max|Uct,|, ahola maximumot a y tagd lancesald-
dokra, ill. az « tagd antilanccsalddokra vessziik.

Latjuk, hogy ¢,=c és a,= a és a Dilworth-tétel szerint ¢c,=n, az Erdfs—Szekeres-
tétel nyomén pedig a,=n. Ezért végig feltessziik, hogy 1=y=aés l=sa=c.

3.A Tétel (Greene—Kleitman) {1}
a,=min (ga+ |U€,)),

ahol a minimumot az sszes €,={C,, Cy, . . ., C,} idncesalddra vesszitk.

4.A Tétel (Greene) [1]

c,=min{gy+ |Uct,]),

ahol a minimumot az Ssszes of,={4;, 4a, ..., 4,} antildnc csalddra vessziik.

E tételek bizonyitdsdhoz clfszbr lssuk be, hogy a,=min(ga+|UE,}). (4
¢, =min(gy+ |Uct,|) egyenlGtlenség bizonyitisa vgyanigy tBrténik.) TetszGleges o,
antilénc és €, lapecsalidra (Uct )W (UE, | =ag. gy of, alegjobb esetben is az Ssszes
Ué€,-ban nem szerepl§ elemet és még ag elemet tartalmazhat, amely a kivant egyen-
I6tlenséget igazolja. Egyenl8ség pontosan akkor 4ll, ha (Uct )N (U€)=aq tovabbi
az Uct, és U@, halmazok egyiittesen lefedik P-t. Ez indokolja, hogy bevezessiik lnc-
és antildncesaladok ortogonalitdsdnak fogalmat.

Definicié Az of,={4,, A, ..., 4,} antildnccsalddotés a €,={C;, Cy, .. ., C,} lane-
csalddot ortogondlisnak nevezziik, ha

(a) P=(UcAYUUE,), és
(b) ANC=@, ha l=ise, ISjsy.
Az egyenl6tlenség bizonyitdsdnal alkalmazott megfontolds mutatja, hogy ha

cf, és €, ortogonélisak, akkor mindegyikiik 2 maga nemében optimalis, azaz |Uck | =
=g, é |U€,|=c,. fgy az aldbbi B. tételek a megfeleld A. tételekkel nrﬁ,ﬁm_o:wmw.

w.w.u.&o_gEma:a-nm._MnMD_mﬁnnzﬁn&qumn.m@.m@é?am@ﬁém.wE.nan
ortogonalisak. .

4.B Tétel Minden y-ra, l=y=a, ltezik €,€€ & of of, valamely o-ra, amelyek
ortogonalisak,
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E tételek kodzos dltalanositésa igy hangzik:

5. Tétel Létezik olyan
@ﬁMQmHuQm,u. [ .va_.n_@ —1» @hlu} crny @nl.__-_hvm_:.+u.w RS Qmn.n_

@nlblf fees @als— _ ﬂ

sorozat, amelya €,,€,_,, ..., €, ésazct,, ohy, ..., of, sorozatok dsszefésiilésébSl
4l el8, ahol €, (1=y=4) y tagh lanccsalddot, o, (1=a=c) pedig « tagi antilinc-
csalddot jel5l, avval a tulajdonsaggal, hogy a sorozat mindegyik tagja (akdr (€,, akér
ot,) ortogondlis az 6t megeldz8 utolsé ellentétes tipusn tagra. (Azaz cty, ..., o,
ortogondlis €,ra, €,_4, ..., €,_,, ortogonilis of,-re stb.)

Figyeljiik meg, hogy a € -k csokkend index szerint k&vetkeznek, mig az otk
novekvd szerint. fgy a sorozat utolsé tagja vagy €, vagy of,. Megjegyzendd, hogy a
tételben nem szimmetrikus a lancok és antilincok szerepe. A tételbs! az eldz6 két
tétel azonnal adédik,

A tétel bizonyitdsa a kdnyvben ismertetett miniméalis koltségii folyam algorit-
musén alapul. Jelen céljaink érdekében rividen osszefoglaljuk ennek f6bb Iépéseit
és tulajdnsdgait. Adott tehat a G=(¥, E) hdlézat két kitiintetett csiicesal: s a forrds
és t a nyelS. Valamennyi (x, y) élhez egy a(x, ¥) nemnegativ egész koltséget és egy
e(x, y) pozitiv egész kapacitdst rendeltimk. A feladat egy s-b6l r-be vezetd f(x ¥)
minimalis k&ltségli v értékii folyamot keresni, ahol v elSre adott pozitiv egész.

Az algoritmus minden lehetséges v értékre megoldja a feladatot. Ehhez sziikség
van a G cstcsaihoz rendelt tigynevezett m(x) potencidlfiiggvényre vagy rividen
potencialra (dudlis véltozdk). # nemnegativ egész értékil és n(s)=0 végig az eljdras-
ban. A n{t)=p szdmot a potencidl ériékének nevezziik.

Tegyiik fel, adott egy v ériékéi (nem feltétleniil optim4lis) f(x, y) megengedett
folyam (azaz f(x, y)=c(x, ¥), valamint egy p értékii potencidl. Az a(x, y)=a(x, y}+
+n(x)—a(y) jelolést hasznalva a folyam koltségére a kdvetkezd becslés érvényes:

I3 alx, )/ )= 3 (a0 =~a0))f(x, )+ 3 alx, p)f(x, )=

(x, Y)EE
=pv+ 3 alxpfen+ 3 axnfix=pe+ 3 alx, peix, y)+
{x, y)cE- (x, yYe E* (X% YEE-
+ M Nﬁ.ﬂ‘u\u.ouhc._x N- mﬁku.ﬁunﬂk.u\u'
(x, YIEEY %, Y)EE™

ahol E* az a(x, y)=0 tipusi (x, y) élek halmaza, £~ pedig az @(x, y)<0 tipustakeé.

Ebb6] 1athatjuk, hogy a széban forgd folyam v értékiiek kdziil bizonyosan mini-
malis koltségll lesz, ha valamennyi egyenltlenség egyenlGséggel teljesiil. Ez viszont
éppen az al4bbi optimalitédsi kritériumokkal ekvivalens.

D) mﬁkuﬁvvaﬂv.\_@n».ﬁv“o“
ANv mm.x.u.wyv.ﬂoﬂv.\.@ﬂ.v&”nﬁkvu\.v.

Az algoritmus az azonosan ( potencialbdl és 0 folyambol indul ki, és miikddése
soran az optimalitdsi kritériumok végig fenndilnak. Az sltaldnos lépésben a cimkézési
mddszerrel utat keresiink abban a G” irdnyitott gréfban, amelynek (x, y) éleire vapgy
(D ax, »)=<04&s f(x, y)<c(x, y), vagy (1) a(y, x)=0 &s f(, x)>0. Llyen Ut vagy léte-
zik vagy nem. Ennek megfelelGen két fajta tovabblépés lehetséges.
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(a) Eset Ha a keresett ut létezik, akkor felhaszndldsaval 0j folyamot készi-

tiink, melynek értéke eggyel nagyobb a megel6zG6€nél. Ekdzben a potenciil vltozatlan.

(k) Eset Ha az 1t nem létezik, akkor 0j potencialt készitiink oly m&don, hogy
a G’-ben az s-bdl attal nem elérhetd (nem cimkézett) csicsokon a z(x) potencialt
eggyel noveljiik. Az iij potencidl értéke eggyel nagyobb a megel6zGénél. A folyam
véltozatlan.

Az algoritmus ezen altalinos 1épés ismételt alkalmazdsaibél 4ll. Megjegyzendd,
hogy folyam névelésénél (a) eset a folyam koltsége az aktudlis p potencialértékkel
nd. Tovabbi az eljards sordn 0=n(x)=p végig minden x csicsra fennall

Az algoritmus valamely fazisira a folyam és a petencidl aktudlis értékeibdl 4ll6
(v, p) parral fogunk hivatkozni.

A P részbenrendezett halmazhoz visszatérve feleltessiink meg P-nek egy G=(V, E)
hélézatot. Legyen V={s, 1, X}, ..., X, Y1, .. ., b E={(5 x):i=1, .. ., n}U{(r;, O
i=1, ....:H.CQH_.Q.LHrmw..wmm. .

Figyeljik meg, miben kiilonbdzik ez a graf a Dilworth-tétel bizonyitdsdban
szerepl6tél, Két dologban. Egyrészt irdnyitott, és egy s forrds, ill. ¢ nyelSponttal
van kiegészitve, masrészt x,-b6l vezet €l y-be. Valamennyi €l c(e) kapacitdsa legyen 1,
mig az a(e) kéltségekre: .

1, ha e=(x;, y)

ae) Hﬁ 0, kiilénben.

Tekintsiik ¢ hilézatban a minimdlis koltségh folyam algoritmusdnak valamely (v, p)
fazisit, és feleltessiink meg eldszor az aktudlis folyamnak egy €, lnccsalddot, ahol
y=n—v. Ha a folyam kéltsége d (d= 0), akkor a folyam d szdmu {x,, y,) tipusti élen 1,
mondjuk f(xy, p)=[f(xz, Y= ... =f(x, y9=1. Azon (x;, y)) élek (i#)), amelyekre
S, y)=1, fiiggetlen €lrendszert alkotnak. Bz pediga P'=(py 15 Pyags - - +» Pa) 1652~
halmaznak egy lancfelbontdsat definidlja, a Dilworth-tétel bizonyitdsdban szerepld
1.1. lemm4t haszndlva. A lancok szdma |P’|—(v—d)=n—v=4y. Jelsljiik a lancokat
Cy, Gy, -5 Cpval és a belSliik 416 ldnccsalddot €,-val. Megjegyezziik, hogy
€, nem fiigg a potencidltol.

Ezutin az aktuélis potencidlnak egy of, antildncesaladot feleltetiink meg, ahol
a=p, Legyen 4= ?.__uaﬁa‘..v+~ﬂao\,bﬂn.r i=1,2,...,p. Legyen cf,={A;, 4,, ...,
A} Megjegyezziik, hogy of, nem filgg a folyamtol.

Célunk annak kimutatdsa, hogy &€, és of, ortogondlisak. MielStt azonban ezt

megtennénk, ldssuk eldszér be, hogy Qm“. egyéltalin antilincokbdl All.

3. Lemma Az algoritmus minden fazisdban igaz (A4) és (B) ahol
(d) w(y)==({x), vagy =(y)=wm(xp+1;
(B} Ha p,>p; é flx,,y)=1, akkor a(x)=n(y).

BizonyiTAs (d4) kezdetben nyilvan igaz. A potencial novelésénél ciak akkor kelet-
kezhet baj, ha a(y)=n(x,)+ 1 a novelés elitt, és x, elérhet§ s-b8l, de y, nem. Ekkor
{és csak ekkor) ugyanis a ndvelés utin #'(y)=n'(x)}+2 volna. n(y)=n(x)+1
azt jelenti, hogy d(x,, y)=0, ezért f(x,, y)=1; f(x;,¥)=0 esetén ugyanis y, is
elérhetd volna x-bbl a ¢ grafban. Nézzilk most meg, hogy ha x, elérhetd, akkor
melyik korabban elért csticsbél érhettiik el. Az s-b6l nem, hiszen (s, x)=1, igy csak
»bdl, ami viszont ellentmonddsban van azzal, hogy y, nem elérhetd.
A folyamnévelés nincs (4 )-ta befolydssal.
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; M m& kezdetben nyilvdn igaz. Mivel f(x,, y)=1, igy (1) miatt a(y;} = n(x;) mindig
ennall.

Ha most a potencidl novelésénél az (x,. ¥;) élre ( B) elromlana, akkor az §j poten-
cidlra ¢sak a~QbHaA&..v+H lehetne, tovabbi x, elérhetd volna G'ben s-bél, mig
¥, nem. G’-ben x-be csak y bS] vezet él, marpedig y; nem elérhetd, tehdt ellentmon-
disra jutottunk,

Folyam novelésekor (B)-t az olyan (x,, ;) ¢lekre kell csak ellendrizni, amelye-
ken a régi folyam 0 volt, mig az 0j 1. Ekkor persze (x,, ¥y €l volt G'-ben és igy
a(y)—nlx)=alx,;, y}=0, amit igazolni kellett. //

Eovetkezmény A fentebb definidlt 4, halmaz antilinc minden i=1,2, ..., pre.

w..Noziimmmwa,&mh_.mm haVS«.o_nm.mwwo_.agvlixavu_uro.mm%ﬁc
miatt f(x,, y)=1, & ez ellentmond (B)-nek. // .

4. Lemma of, és €, ortogondlisak.

BizonyfTis

(a) El8szdr beldtjuk, hogy P=(Uct,)U(UE,). Legyen p,,¢ Uct, , vagy ekvivalensen
Jms y)=1. Ekkor (1) miatt n(y,)—n(x,)=1, fgy (A4) miatt a(y,)=n(x)+]1,
vagyis w(y,)-et i-vel jelélve, p,€ 4,.

(b) Igazoljuk ezutin, hogy 4,N C# 3, (l=i=a, I=5/=9). A C, lanc dlljon mond-
juka Pi=Py>...>=p, {k = 1) elemekbdl. Ekkor f(y,, =0, igy (2} niattz(y;} = n()=p,
és ezért m(y}=p. Hasonldképpen f(s, x,}=0, igy (2) miatt a(x,)sa(s)=0. Tehat
a(x,)=0. Most (B)-t baszndlva tudjuk, hogy p=n(p,) =n(x,)=n(p,) =n(xy)=...=
=n(y,) & (x,)=0. Vagyisa potencidlok az y,, x,, ¥4, X3, - - ., Js, X, pontokon monoton
csbkkenS sorozatot alkotnak, amely csak (x;, ») €leken csGkkenhet, (A} szerint
legfeliebb 1-gyel. Tly médon minden J-re (1=i=a=p) van olyan m, amelyre m(x, )+
+1=n(y,)=1i. Vagyis p,€ C,11 4,. //

m» lemma bizonyitdsit befejezve tegyiik fel, hogy a minimalis kltségli folyam
algoritmusa a részbenrendezett halmazhoz rendelt halézatban a kovetkezGképpen
futott le. Kiindulva m(x) = 0-bsl és f(x, y}=0-bsL, a folyam értéke egyenként ky-ig né,
a potencidl értéke /)-ig, azutdn ismét a folyam értéke k-ig ... stb. Végiil a folyam
érték i-re, a potencial értéke pedig k-re n8 O=sky<ly<ky<... =<k, O=<i=
<yt ... =<i),

JMN algoritmus a maximalis folyam elérésekor ér véget, amely esetiinkben n,
azaz ko=n.

Legyen a=n—k, é j=k~k,, i=1,2, ..., 5 Az utolsé lemma alapjén az
algoritmus (v, p)=(k,, 1) fizisthoz €, és cf, tartozik. Ezutén a potencidl értéke,
mint emlitettitk, egyenként /;-re nd. A kézbensé helyzetekhez tartozé oy, o, . . ., of;,
antilincesalidok ortogondlisak a vdltozatlan @,-ra, Ezutdn a folyam értéke egyen-
ként ky-re nS. A kiézbensS helyzetekhez tartozd €,_1,€,_, ..., €,_ 1 lancesaladok
ortogondlisak a véltozatlan ot -re, és igy tovabb. Evvel az 5, tétel bizonyitdsat és az
algoritmus ismertetését befejeztiik. //

Az 5. tétel példit mutatott olyan «, » indexpérokra, melyekre van ortogondlis
ot, & é,. Z.nB nehéz kimutatni, hogy més ilyen indexpar nincs is (1. aldbb az 1.fel-
adatot). Az is latszik, hogy az i, ..., 7, & J1s - -+, J, indexsorozatokat a részbenren-
dezett halmaz egyértelmiien meghatirozza, igy az algoritmus sordn fellépd (v, p)

22
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pérok csupdn P-16] filggenek és nem az algoritmus lefutisdnak mikéntjétSl Abra-
zoljuk e szdmpdrokat egy koordindtarendszer v és p koordindtdji pontjaiként.
Példaként tekintsitk az F.1. 4brdn lithat6é részbenrendezett halmazt, ahol az (uttal)
dsszekotott pontok vannak reldciéban &s a feljebb levE a nagyobb.

Az algoritmus lefutdsa ebben az esetben a ky=4, k,=6, k,=8, k,=9 (=n) &
az =1, i;=2, i,=3 sorozatokat definidlja, vagyis a szerepld (v, p) parokat dbrdzolva
a kovetkezd abrit kapjuk.

@

F.1. dbra

Az F.2. 4brdn vastag vonallal hatdrolt D tartomény csak P-t5l fiigg, és segitségé-
vel egy érdekes allitast lehet leolvasni. A példdban a tétel 4ltal biztositott sorozat:

€5|t,8,, €sct,|€;, €|t

ahol
€;={13, 24, 5, 68, 79},

ot,= ﬁmw%m ¥s

€,={13, 24, 68, 79},

€@,={13, 456, 79},
ot,={1267, 3489},

€,={13, 456}, .
€,={456},

of,= {1267, 3489, 5}.

Innen lithatd, hogy a,=35, a,=8, &;=9 é ¢;=3, =35, ¢3=7, ¢,=8, ¢z=0.

Részbenrendezett halnazok ldncai és antildncal
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Wm@nﬁmw az {a;} és {c;} sorozatok differenciasorozatait: 4,=a;, 4,=a,—a,_,,
ha 2=i=cés C;=¢;, C;=¢,—¢,_;, ha 2=j=a. Nyilvan ZA=2C=n )
A D tartomdnnyal dsszefilggésben a differenciasorozatoknak érdekes jelen-

s e

tésiik van. o o

Ha az algoritmus valamely lépése a folyam ndvelését jelentette a vp ,mwﬁwvou
a (v+ 1, p)-be (v= k), akkor a folyam koitsége, tudjuk, p-vel 5@2. fgy az utolsd lemma
alapjan C,_,=p. Mivel p az algoritmus sordn sohasem nm&nwgw a *GL sorozat
monoton csékkend, és a C; szamok éppen a D tartomdny oszlopainak Bmmm.mmm.mmr

Ha az algoritmus valamely lépése a potencidl novelése volt a (v, p) fazisbol a
(v, p+1)-be, akkor a két fazishoz tartozd kézds €,_, ldncesaldd onomosmrm..ﬁmv és
o, y1e, igy Ay, =n—v.Mivel a v folyamértck az algoritmus sordn sohasem cskken,
tehdt az 4, sorozat monoton csSkkend, és az 4, szdmok éppen a D tartomdny sorai-
nak hosszsagai.

Ily médon adédott a kiivetkezd tétel:

6. Tétel Az {4} & {C} sorozatok monoton csékkenSek és a D tartomdny sorainak,
ill. oszlopainak hosszaival egyeznek meg. g; az y=1I egyenes alatti teriilet nagységa
D-ben, mig ¢, az x=n—j-t6] jobbra es§ teriileté (F.3. dbra).

F.3. dbra

FELADATOK

1. Tgazoljuk, hogy az algoritmusban fellépd (v, p) pirok csak a hlézattdl figg -

nek és nem az algoritmus lefutdsénak mikéntjétdl!

2. Igazoljuk az 5. tétel felhaszndldsdval, hogy a diszjunkt maximdlis (vagyis a
elemszam®) antildncok maximélis szdma az 8sszes maximalis antiléncot lefogd
elemek miniméalis szdimaval egyenl$! Lassuk be, hogy a ldncok ¢és antilancok
felcserélésével is igaz dllitdshoz jutunk!
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2 4 stilyozott matroid metszetére vonatkozo

egyszertisitett algoritmus

A fiiggelék mdsodik részében egy primdl—dudl mddszert mutatunk be a stilyozott
matroidmetszet problémdjinak megolddsdra & egynttal Edmonds-nak a matroid-
metszetek poliéderére vonatkozd tételénck igazolisdra. Ez lényegesen egyszeriibbnek
és a bizonyitds szempontjibdl meggy8z8bbnek tlinik, mint a kényv 8. fejezetének
11....13. szakaszdban szerepld primal—dudl eljérds, bar bizonyos értelemben mind-
két algoritmus futdsa sordn ugyanaz torténik. Javasolnank az Olvasdnak a kétfajta
algoritmus Ssszevetését. ‘ .
Legyen tehdt M,=(S, o) és M,=(S, ;) két adott matroid, w pedig tetszSleges
(akdr negativ vagy nem egész) sulyfiiggvény. § egy X részhalmazdnak silyit a szo-
kédsos médon az w(X)=2'w(x) (ahol x€ X) 6sszeggel definidljuk. Ha (7 az § részhal-
mazainak egy csalddja, akkor Fe(F-r8l azt mondjuk, hogy w-maximdlis (F-ben, ba
w(F)=w(X) minden X¢€(#F-re. Sziikségiink lesz néhdny egyszeril lemméra. A kényv
7. fejezetében vizsgalt mohé algoritmus érvényessége az alibbi lemmadval ekvivalens:

1. Lemma Adott M=(S, J) matroidra legyen! J¥*={X: X¢ J, |X|=k}. Az JcF*
halmaz akkor és csak akkor w-maxim4lis, ha

(1) x4 1, I+ x4 3k, & ye C(I, x)-bS1 w(x)=w(y) kdvetkezik, és

(2) x¢I I+ xed, és y&I-b31 wix)=w(y) kivetkezik,

ahol C(1, x) az I+ x-ben levd egyértelmii kort jeloli.

2. Lemma Legyen B w-maximlis Z*-ban. Legyenek X, Xp, ..., X, €5 ¥, Vo, ..., ¥
kiilonbozd elemek, y,€ B, x4 B (i=1, 2, ..., ) amelyekre

(3) B+x42, & y,£C(B, x)
AA.V ._%A.Nb" x‘.Q__ ’ -
(5) Ha w(y)=w(x)), és i=j, akkor y,4 C(B, X}
Ekkor a B'=B—{y;, ¥, - - ., ¥} U{x1, X3, . . ., %)) halmaz is w-maximdlis Z*-ban.

BrzoNyiTAs Mivel w(B")=w(B) és |B’|=k, csupin B’ fggetlenségét kell bizonyi-
tanunk. Bzt / szerinti indukcidval végezziik. Az /=1 eset nyilvanvald. Legyen />1.
Legyen y, olyan elem, amely lexikografikusan minimalizilja AECQV, J)-t. Ekkor 77 j-b81
kovetkezik, hogy y,4 C(B, X)}: ellenkezd esetben (1) és (4) az w(y) = w(y,) egyenlt-
lenséget vonnd maga utén, és igy y; vilasztdsa folytdn s?..vﬂﬁgv lenne, amib&l
pedig, (5)-6t is felhasznélva 7=j adodik. Ezek szerint az Asoi, 7) lexikografikusan
kisebb, mint (w(y,), 7}, ami pedig cllentmondss.

Most az indukcids feltevés alkalmazhaté a B,=B—y,+x, halmazra és az
Kys Xgy 100y Kiegs .K__.+H. vy Xy, m=. Y1, .u»nn .- .u.ww__l.__.o .wé+no ey M1 GHﬁBﬂW—.G_ m.am_umu‘— a
lemma kévetkezik, [f

A két matroid k elemid kozds fiiggetlenjeinek halmazat jelsljiik ¥ -vel.

3. Lemma Legyen J€2H;, tovabbé wy és w,az S-nek két olyan stlyozésa, amelyekre
Wyt wy=w é I w-maximélis F¥ben (i=1,2). Ekkor 7 w-maximélis J%-ben.
A lemma bizonyitdsa trividlis, ezért az Olvaséra hagyjuk.
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Az algoritmus valamennyi lehetséges k-ra megad egy, a 3. lemma feltételeit
kielégité I halmazt, ill. wy, w, stilyozast. Az eljards k=0-val indul, majd & értékét
egyvenként ndveljiik. Az algoritmus Inyeges tulajdonsiga, hogy minden fizisiban
az aktualis J& 2%, w-maximalis &5;,-ban.

Tegyiik fel, hogy valamely k-ra adott a 3. lemma feltételeit kielégitd J¢H,,
wy, Wy. Bzekbdl kiindulva elkészitjiik az 1”¢ 24§ halmazt és a w{, w; stlyozdsokat,
amelyekre ismét teljesiilni fognak a 3. lemma feltételei (k helyett £+ 1-re). Kezdetben
lehet példdul k=0, I= @, w=0és wy=w,

Legyen m;=max {w(y): 41, I+ yed) (i=1, 2). Legyen X,={x: x¢I, I+ xcd,,
wlx)=m} (i=1, 2).

Definidljuk S-en a kétrészes G segédgrifot a kovetkez8képpen:

L Ha x41, I+ x¢ &y, ye Cy(I, x), wi(x)=wy(»), akkor legyen () €l a segédgrifban.

I, Ha x{ 1, I+ x4 3,5, y€ Cyff, x), wo{x)y=w,(»), akkor legyen (¥, x) él a segédgrafban.

Déntsiik el a cimkézési technika segitségével, hogy G-ben létezik-e Ui az X,
halmazbél az X, halmazba! Két eset lehetséges:

1. Eset Ha a széban forgé Ut létezik, akkor legyen U olyan, amely a legkevesebb
pontbdl dll. (U-t csticshalmaznak tekintjiik, és valdjdban csak arra lesz sziikségiink,
hogy U, mint halmaz minima4lis.)

Legyen I'=1I® U, és legyen tovdbba wi=w, (i=1, 2).

1. Allitds I, wi, wj kjelégitik a 3. lemma feltételeit k< 1-re.

BizonyiTds Jeldljitk U csiicsait a végighaladds sorrendjében x;, y1, X1, Va5 « + o3 Vio X
lel. (xp€ X, x,€X;). Az 1. lemma szerint B=1I+ x, wy-optimélis S*-ben.

Figyeljilk meg, hogy a 2. lemma feltétele teljesiil £+ 1-re a BESE*! halmazra és
az Xy, Xy, ..., X;, valamint y;, y,, ..., y, elemekre. ((3) é (4) G definicibja folytan
igaz, (5) pedig U minimalitdsdbol kévetkezik.) Tly médon a 2. lemma szerint I’
wy-optimalis o%*-ben. Hasonl6képpen igazolhatjuk I’ wi-optimalitdsdt Z5+-ben,
avval az eltéréssel, hogy az U csucsait forditott sorrendben tjra kell indexelni (azaz
az 1t utolsé csticsa lesz x,, az ¢ls6 pedig x,.} //

2. Allitss  w(I")— w(ly=mm,+ .

BizonyfrAs Az 4llitas nyilvAnvald. Valéjiban erre nem is az algoritmus bizonyité-
sdhoz van szitkségiink, hanem egy kés&bbi kivetkezménynél. //

2. FEset Ha mem létezik 0t, akkor jelSlje T az X,-b&l uttal elérhetS csiicsok hal-
mazit.

Legyen :
, wix)+48, ha xcT,
sguﬁ wi®,  ha  x¢4T,
és
wy(x)=w(x)—wi(x),
ahol

d=min (8,, 8, 93, &),
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amelyben
8, =min (w,(0)—wy(x): T+ x¢5, x€T-1, yeCy(I, x)—T);
Sy=min (m,—wy(x): T+ xcd;, x¢(T—D);
y=min (wy(3)—wy(x): T+x&y, x€S—(TUID); ye G, )NT));
&, =min (my— wy(x}: I+x€,;, x6S~(TUDN).

{A minimumot +--nek értelmezziik, ha az iires halmaz felett vettiik.)

3, Allitds 6=0.

BrzonyiTds Belatjuk, hogy 8, és §,>0. A 8,>04s §,>0 egyenlStlenségek bizonyi-
tisa hasonléképpen torténhet. Ha y€ C(({, x)—T, akkor az 1. lemma alapjan wy(y)=
= w,(x). Ha viszont itt egyenldség 4llna, akkor {x, y} él volna a segédgrafban, amely
T-b6l kilép. Bz lehetetien, igy 8,=0. Ha x¢ S—(T U D), akkor x¢ X,, igy m, defini-
ci6jabdl &, =0 adddik.

4. Allitds AzY"'=1, halmaz és a wi, w; siilyozdsok kielégitik a 3. lemma feltételeit.

Brzonyfrds Csak anayit bizonyitunk be, hogy az I’=17I halmaz wj-optimdlis
H-ban. A wy-optimalitds J&-ban hasonléképp lathaté be. Az 1. lemma alapjin azt
kell igazolnunk, hogy (1) és (2) fendll wi-re,

Vilasszuk ki az olyan x és y elemeket, amelyekre y€ C,(J, x)! Ha indirekt felte-
véssel wi(y)<wi(x) volna, akkor w,(y) = w(x) miatt, wilx) = w,(x)+ § s wi(3)=w,(p)
kovetkezik. De d= 8, = wy(y)—w,(x), vagyis wy{x)=wy(y), ellentétben az indirekt fel-
tevéssel. fgy (1) fennall.

Vélasszuk ki az x, és y elemeket, amelyekre yel, x4 F és I+ x€I,. Ha indirekt
wi(¥)=wi{x) volna, akkor wi(¥) == wy(x) miatt wi(y)=w.(y) és wi(x)=w,(x)+ 6 4llna
fenn. De m<w,(y) é 6= 8, smy—wy(x), amibdl wi(x)=w{(y). Ez ellentétben van
az indirekt feltevéssel, igy (2) ipaz.

Alkalmazzuk most ismét az algoritmust, ezittal 7', wi és wy-vel inditva, Figyel-
jik meg, hogy ha jra a mésodik eset fordul el8, akkor az 0 77 szigordan tartalmazza
T-t, tovibbd X, 21X, (i-1, 2). Kovetkezésképp az algoritmmus ezen ciklusdnak leg-
feljiebb |S| alkalmazdsa utdn vagy az 1. eset fog bekdvetkezni, vagy & végtelenné
vilik. Ez ut6bbi esetben megéllapithatjuk, hogy az aktudlis I és T halmazokra fenn-
&ll az |I| =r(T )+ ry(S--T) egyenlGség, ami azt jelenti, hogy I maximélis elernszdmi
kozds fliggetlen halmaz. (Vegyiik észre, hogy ezen a ponton megkaptuk az Edmonds-
nak a matroidok metszetére vonatkozd tétele bizonyitsit.) Ezzel az algoritmus
ismertetését és helyességének igazolasat befejeztiik,

MielStt az algoritmus lépéseit részletesen ismertetnénk, néhdny szét ejtiink
bonyolultsdgardl. Feltessziik, hogy a matroidok egy olyan szubrutin segitségével
vannak adva, amelyek legfeljebb g 1épésben el tudjik dénteni, hogy adott I fiiggetlen
W&Emm €s xcl elem esetén J+ x fiiggetlen-e, és ha nem, akkor megadjdk a C(J, x)

Ort is.

Két valds szdm Ssszeaddsat, kivondsdt vagy Ssszehasonlitdsat a szokdsos médon
egyetlen miveletnek tekintjiik.

Legyen |S1=n, és jeldlje K a maxim4lis elemszdmt kozos fiiggetlen halmaznak
az algoritmus altal meghatirozandd elemszamat.
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A cimkézési technika legfeljebb O(n?) 1épést igényel a keresett Ut, ill. az elérhetd
pontok T halmazénak meghatérozdsara. Ha a 2. eset kévetkezik be, akkor a meglevd
cimkéket jra lehet hasznalni, mivel 757, X1=2X 1 és X3 2 X,. Kovetkezésképp, ha
akdrmikor az 1. eset all fenn, gy legfeljebb O(gn?) Kpés utdn ismét az els eset fog
bekdvetkezni. Ily modon az algoritmus Iépésszdmigénye legfeliebb O(g K n*)=
=0(g nd).

Megjegyzés: Ha az algoritmus w,=0-val indul, akkor az eljards sordn végig
my=0 és d,=oo. Az algoritmus leirasanal nem hasznéltuk ki az ebbdl adddo egysze-
rfisitési lehetOséget, egyrészt, hogy fenntartsuk a szimmetrit a két matroid kozétt,
misrészt, hogy meglegyen a lehetSség tetsz8leges 1, wy és wy-vel valé induldsra,
amelyek kielégitik a 3. lemma feltételeit.

SULYOZOTT MATROIDOK METSZETERE VONATKOZO
ALGORITMUS;

Bemenet M, és M,: matroidok az S halmazon; w: sulyozas az S-en.

Kimenet
K a maximalis kdzos fitggetlen halmaz elemszima;
T TS olyan halmaz, amelyre ry(T)+ry(S—T)=K;
I, maximilis silyu k elemf{i k5zos fiiggetlen halmaz (0=k=K),
wk & wk silyozasok, amelyek Osszege w és I, whmaximélis ~%ben (i=1, 2).

1. Lépés

(1.0) Legyen w; =0, wy=w, k=0, [,=@.

(1.1) Készitsitk el a segédgrafot! Hatdrozzuk meg X-ct &s X,-t!

(1.2) Keressiink U utat X,-b61 X;-be a cimkézési technika segitségével, felhasznélva
olyan kordbban definidlt cimkéket, amelyeket még nem toroltiink! Ha az at 1étezik,
menjiink a 3. lépésre!

2. Lépés

(2.0) Jeldljie T a megcimkézett cstcsok halmazit (az elérhetd csticsok halmazit)!
(2.1) SzAmitsuk ki 6-t! Ha §=eo, akkor legyen K=k. Az aktuélis I, maximalis elem-
szdmu és K=ry(T)+ry(S—T). STOP.

(2.2) Legyen wy(x)=w{x)+ & és wy(x)=wy(x)— 6, amikor xc7.

(2.3) Menjiink az (1.1} lépésre!

3. Lépés

(3.0) Legyen I,,,=I,®U. Legyen k=k+1. I, optimélis olf;-ben. Téroljuk (vagy
irassuk ki) F-t!

(3.1) Tordljitk el az Hsszes cimkét!

(3.2) Legyen whi=w, & wi=w,.

(3.3) Menjiink az (1.1) lépésre!

Példaként tekintsiik az S={a,b,¢,d, e} halmazon értelmezett két grafikus
matroidot (F.4. 4bra):
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o

M,y

Mo

F.4. dbra. Példa a stlyozott matroid metszetére vonatkozé algoritmushox

Az elemeken a w stilyozds legyen a kévetkezd:

a b ¢ d e
w 3 5 6 10 8

Az algoritmus futasat tibldzaton kévethetjiik nyomon a kdnyv végén

A példa utdn bemutatjuk az algoritmus néhdny elvi kdvetkezményét. Miutdn

__3%Eummm_mon.gﬁmﬁmmmmonwnmormm o i o
mar emlitett erdményét vonja maga :R:ME e 2. &llitds Krogdahlnak a konyvben

Kovetkezmény w,,  —w,=w, —
JeloL. ¥ W1~ WiEWi— Wiy, ahol wy az Jf-ben w-maximilis elem silyat

Az algoritmussal bizonyitdst nyert az aldbbi eredmény:

1. Tétel Az I balmaz akkor & csak mw.x i
I ) k or w-rnaximéalis %,
Hwoam\ Eﬁﬂwﬂoﬁ? amelyek osszege w €s I w~maxim4lis %w-cnmumwwuw%mm“mm Mwmmn
WMM _\cwmww_nwon. w1 €8 wy is egész értékiinek vélaszthats. > T8 riaddsul
mate Moﬂ&ﬂmcmw- az Emmﬁ.ﬁaﬁ segitségével levezetjiik Edmonds tételét keét
s o oﬁoﬁmww. %MMMMHWOWWWWM_H 4, om%.o_wmu O-t és 1-et tartalmazé mdtritx
: meg, mig a sorai az M, matroi Esz-
halmazainak, Az a,; elem akkor 1, ha az i-edik elem benne van m..\..nwmwom_mnwmwmﬂwm.
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ban, méskiilénben 0. Jeldlje e az |S|] darab 1-esb8l 4ll6 vektort. Edmonds tételének
valtozata a kovetkezd:

2, Tétel Tekintsiik az aldbbi dudlis Linedris programokat:

Ay
®) A\J x= AJ Gy D [ 4g |2 ()
k&m w.u e
ﬁu..ﬁ”mm X Q\u. E& .\.“..O
x=0
max wx minZ y(2)r(2)+ 2y (22} +1- k.

nek van megolddsa, akkor van egész értékili optimalis
elemil kozos fiiggetlen halmaz incidenciavektora). Ezen-
akkor a duél programnak is van egész €rték{f optimalis

Ha a (*) primdl program
megoldasa is (amely egy £
kivill, ha w egész értéki,
megoldésa.
ima a i altal megkonstrualt
NYiTAs A primal program megoldasa legyen az mHmo_.._n:.Em t 1
MMWF halmaz w.aan:omme.nwgh.m. A duslis megoldast w, és w, segitségével irjuk fel.

=

Legyen . J,={e, 4. - - s e}={/1, fa» - - -» fiu} 08y, hogy wilepzwle)=. . .=

=wyley) & W)= wlf= ... = wlfy. ) ]
__A..men: .m..”._n spy(e1s €as - - -5 8) €8 F=5pof(1, fos - o ) AZ Y1 €5 ¥y vektor kom

ponenseit a kovetkezOképpen definidljuk:
YAE)=wile)—wileisr), (1=1,2, ..., k—1).
Yol F)=wa(f)—walfr41)s

Minden més komponens legyen 0. s 2 flhasandidisvalcgyszertiszamitds
Le tovabbi 1= w{e)+ w(f). Az (1) és cthasznaldsdval egy
B:Samw.wmwmw azigy aommwm_ﬂ (1 w%a megengedett megolddsa a dudlis programnak,

amelyen a célfiiggvény értéke:
wile) —wile)+2(wi(e)— wyle))+ . . . +(k—T)- (wylep_1)— wile+
F 1w ) — Wl D)+ 2wk F— Wl ) -+ (= Do) = wof) e - 1=
= 3 we)—Tomfedt 3 wiFy—knlf k1= 3 wie)=wll.

=1 f=1 i
i 2] i é i kon a megfeleld
Litbatjuk tehét, hogy a megadott primal és aw»_nm megolddsokon !
nmﬁﬂmﬁm:m% értéke egyenld egymadssal, igy Ewb&aﬁ Bnm.oE%m obﬂgwrmnwwoﬂgm,
ha w egész értékll volt, akkor wy és w, IS az, igy y, ¥, €8 118 egész értekil.

Az Edmonds-tétel eredeti alakja is egyszerfien megkaphaté:
3. Tétel Tekintsiik az aldbbi dudl linedris programokat:
()= (%) 0w (3]
Ay Ty Ay
xz=0 01 y9=0
max wx min X yy(2)ry(2)+ & y{2)ralz)

L}

w
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A primdl programnak mindig van egész értékii otim4lis megolddsa. Ha w egész érték,
akkor a dudl programnak is van egész értékii optimdlis megoldasa,

BizonyfTAs = Az egyszerfiség kedvéért tegyiik fel, hogy egyik matroid sem tartalinaz
hurkot (egyelem kort). Modositsuk kissé az algoritmust. Tegyiik fel, hogy az algo-
ritmus w; = 0 és w,=w kezdeti megold4ssal indul, és ez esetben, amint mar kordbban
megjegyeztiik, n, =0 és 8,=-= végig fenndll az algoritmus futésa sordn. Ha valamikor
a 2. eset fordul eld, akkor 8-t definidljuk a kévetkezéképpen: 6=min(d,, 8;, &, m,)
Ha w=0, akkor a megfelel§ dimenzi6ji 0 vektorok lesznek az optimdlis (megenge-
dett) megoldésok. Ha w0, akkor az algoritmus indul&sakor az m, szigortian po-
zitiv. A 6-nak ezen kissé médositott valasztdsa az algoritmus mifkédését nem befoly4-
solja egészen addig, amig & az m, értékkel nem lesz egyenld. (Ez az eset biztosan el
fog fordulni.) Végrehajtva most w; és w, el6irt cseréjét m, O-vd valik (eliszor az
algoritmus sordn). Jellje 7, w; és w, az ebben a fazisban szerepld kozos fiiggetlen
halmazt, ill.salyozdsokat—Most-my=my=0-¢s wile =0, wylf ) =0 (Természeteser
az g, ill. 7; elemeket a konkrét wy és w, stlyozis momiw:.mu.v Definidljuk y,(E) és
Vo(F}) értékeket pontosan ugyanigy, mint az elSbb, de most i=1,2, ..., k-ra.
Ekkor y, =0, y,=0, és konnyen ellendrizhets, hogy 7, incidenciavektora, valamint
az (3, yy) vektor a primdl, ill. a dudlprogramok otidmalis megoldidsai, Ezenkiviil,
ha w egész értékii volt, akkor (y,, y,) is egész értéki lesz.

) OZa50Kats O =) W

3. Irdnyitott vdgdsok lefogdsa

A fiiggelék harmadik részében Lucchesi és Younger irdnyitott vagdsokra vonatkozo
tételére adunk konstruktiv bizonyitast. A probléma a kivetkezs. Adott egy G=(V, E)
irinyitott graf, amely 8sszefiiggs, de nem erésen Osszefiiggd. Hizzunk be a graf élei
kézill minimdlis szAmmit megforditva is tigy, hogy a graf erdsen dsszefiiggdvé valjék.
A kérdés értelmes, mert az osszes élt forditva is behiizva, a graf nyilvdn erésen
Gsszefiiggd lesz. Altalanosabb a kérdés, ha az élekhez pozitiv egész silyokat rende-
link, és minimalis elemszdmn éthalmaz helyett, minimélis Ssszsulylt keresiink.

A graf akkor nem erfsen Gsszefiigg6, ha tartalmaz irdnyitott vdgésokat. Emlé-
keztetiink rd, hogy egy irdnyitott vagas valamely X halmaz komplementerébdl X-be
vezet$ €lek halmaza volt, feltéve, hogy X-b61 nem vezetett ki él. Az irAnyitott vdgasra
gyakran hivatkozunk a definidlé X csicshalmazzal, amit a vigas magjdnak neveziink,
és ilyenkor a vagast D(X)-szel jelljiik.

Feladatunk tulajdonképpen olyan minimélis K élhalmazt keresni, amelynek
minden irdnyitott vagdssal van kozos éle. Az ilyen élhalmazt lefogdsnak fogjuk
nevezni; az elemeit forditva is behiizva minden irdnyitott végas megszfinik, vagyis a
mnwm er8sen dsszefiiggdvé valt. A minim4lis lefogdsra vonatkozik Lucchesi & Younger
tétele:

1. Tétel [4], [5} Az irdnyitott vagdsokat lefogd élek minimélis szdma az élidegen
irdnyitott vigdsok maximélis szdmaval egyenls.

A sulyozott valtozathoz tegyiik fel, hogy minden e élhez valamilyen d{e)=0
egész stlyt rendeltiink. Az irdnyitott vigdsok egy csalddjat d-fiiggetlennek nevezziik,
ha birmely e él a csalddnak legfeljebb d(e) elemében van. Az aldbbi sitlyozott valto-
zat d(e)=1 esetén adja meg az 1. tételt,

2. Tétel Azirdnyitott vigdsokat lefogs Slek minim4lis 7y Osszsilya a nem feltétleniil
kiilonboz§ d-fiiggetlen vigasok maximdlis v, szémé4val egyenld.
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BizonyitAs A tétel bizonyitdsdhoz el§szor megmutatjuk, hogy z,=»,, majd kere-
siink egy olyan K-lefogdst és irdnyitott vigdsoknak egy olyan (F d-fiiggetlen csaldd-
jit, amelyekre d(K)=|(F|.

A T,=v, egyenldtlenség bizonyitisihoz legyen K cgy lefogis, (F pedig egy
d-fiiggetlen vigds csalad. Mivel K lefogja az (F-ben szereplG vigasokat is, igy ezek
szAmdra vgy kaphatunk felsé becslést, hogy minden K-beli élre ellendrizziik, (F-nek
hdny vigdsdban fordul eld, és ezeket a szdmokat dsszeadjuk. A d-fiiggetlenség
miatt minden e ¢! legfeljebb d(e) (F-beli vagasban van, ezért |[(F|=d(K), és igy v;=1,.

Ebbdl a meggondoldsbdl az is lathats, hogy egy adott K-lefogisra és (F d-
fiiggetlen vdgds csalddra akkor és csak akkor ill a d(K)=|(F| egyenlGség, ha (I)
minden e€ K él pontosan d(e) (F-beli vigasban van ¢&s (II) (F-ben minden vigas ponto-
. san egy élt tartalmaz K-bol.

Egy rogziteit K lefogas esetén kényelmes lesz K elemeit kéknek nevezni, mig a
tobbi élt fehérnek.

A d-fliggetlenséget a kritériumokba beépitve olyan K-lefogdst és (F vagdscsalidot
kell keresni, amelyekre:

(a) Minden kék e €l pontosan d{e) vagdsban vay (7-bdl.
(b) Minden fehér e é] legfeljebb d{e) vigasban van (F-bil.
(c) Minden vAgis (F-ben pontosan egy kék élt tartalmaz,

Az aldbbiakban ismertetésre keriild algoritmus valéjdban olyan K-lefogast és
(F vagascsalidot fog elGillitani, amelyekre (a), () és (¢) teljesiil, ahol:

(a’} Minden kék e €l legalabb die) vagisban van (F-bSl.

Ebben az esetben azonban egyszeriien elérhetjiik, hogy teljesiilion az (a) fel-
tétel: minden olyan kék e élre, amely & >d(e) vagasban van (7~bdl, hagyjunk el ezen
vdgdsok kozill £ — d(e) darabot. A (c) feltétel kdvetkeztében igy kiilsnbozs élek miatt
kiilonbozd vdgésokat fogunk igy elhagyni, tehat a visszamaradd vigdsok csaladja és
a valtozatlan K mar kielégiti (a), (b) €s (c)-t.

Jelslje ¢(X) (XS ¥) az X pontjainak elhagydsival keletkezd (gyenge) komponen-
sek szdmat. (Tehat példaul, ha a graf Gsszefiiggd, akkor ¢(ZF)=1.)

1. Lemma Ha X és Y magok, akkor

X))+ eN=c(XN )+ c(XUY).
BizonviTAs Tekintsitk G-t irdnyitatlan grifnak, és jeldljiik a ¥ — X halmaz pontjai
kozéit vezetd élek halmazit B(X)-szel. A graf kdrmatroidjdban a B(X) halmaz

rangja r(B(X))=|V—X|—c(X). Igaz tovabba hogy B(XUY)=BX)NB(Y) és
B(X(Y)= B(X)U B(Y). Az utébbi egyenl&ségnél hasznaltuk ki azt a tényt, hogy X

és Y irdnyitott vagdsok magjai, & igy X— ¥ és ¥— X kozbtt nem vezet ¢él. Kénnyen
igazolhatd, hogy egy matroid rangfiiggvénye tetszéleges S, T részhalmazra kielégiti az

W)+ r(T=rSUT)+r(SNT)
egyenlftlenséget. Ezt alkalmazva az S=B(X) és T=B(Y) halmazra kapjuk, hogy
r(B(X))+r(B(Y))=r(B(X)N B(Y))+ r{B(X)U B(Y)),
amelybdl a fenti egyenlStlenségek segitségével a kivant egyenlGilensépgre jutunk, //

. Lathaté, hogy egy X mag altal definidlt D(X) irdnyitott vdgas felbonthaté c(X)
darab élidegen irdnyitott vagés egyesitésére. Ezen c(X) darab végdsrdl azt mondjuk,
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r.omw az X-hez tartoznak és halmazukat a(X)-szel jeléljilk. A kovetkezkben régzit-
siink le egy K-lefogést. Jeldlje p,(X) az X-be vezet§ K-beli élek szim4t. Nyilvin igaz az

@ e X) = c(X)
egyenltlenség,

Egy X magot (s az altala definidli D(X) irdnyitott vAgast) ponfosnak nevezziik a
%._mmmmmmnm nézve, ba p(X)=c(X). Ha rdaddsul o{X)=1, akkor X-et I-pontosnak

ivjuk. ,

Hasznos lesz a tovdbbiakban a V halmazt is magnak tekinteni, és ekkor persze
Vv ,cwnma&% K-lefogds esetén pontos.

Vildgos, hogy ha X pontos és X= ¥, akkor «(X) 1-pontos magokboél 4li, amelyek
particondljdk D(X)-et.

2. Lemma Ha X és Y egymdst metszd pontos magok, akkor mind X1\ ¥, mind XU ¥
pontos mag.

BizonviTds A pontossig definicidja szerint p(X)=c(X) és =¢(¥). Egyszeris
leszAmol4s mutatja, hogy X és ¥ magokra & ed¥)=«( 2y

e X+ e (V=g (XN Y)+ (XU T).

Tudjuk tovibbd, hogy K-lefogds, igy (1) miatt o (XN ¥)=c(XMNY) és p(X U V)=
=c¢(XUY), ahol felhaszndltuk, hogy XY és XUY mindegyike irdnyitott vigis
magja, hiszen feltettiik, hogy X Y= @. (XN Y= @ esetén a masodik egyenlStlenség
nem is volna igaz, mivel (XM Y¥)==0 és ¢(XM¥)=1.) A fentiek alapjdn felithatjuk
az al4bbi egyenlbilenség sorozatot:

e(X)+e(F)=0(X)+ oY )=l XN Y )+ g (XU Yz (XN T) + (X Y ¥) = o(X)+e( ¥).

Ez csak akkor 4llhat fenn, ha g (XN Y)=c(XN¥) és o (XU )= (XU Y), és éppen
ezt akartnk igazolni, //

3. Lemma Ha pontos magok egy halmaza Osszefiiggs hipergrifot alkot (azaz a
magokat akarhogy két osztilyba sorolva az egyik osztdly magjainak egyesitése
metszi a masik osztdlyban levdkéit), akkor az egyesitésiik is pontos mag.

BizonyirAs Legyenek a széban forgd magok X,, X,, ..., X,. Alkalmazzonk %
szerinti indukciot! k= 1-re az alitds trividlis. Ha k=1, akkor a feltétel szerint vala-
melyik X;-t61 kiilonbézd X,, mondjuk X,, metszi X;-et. A mdsodik lemma szerint
X’=X,UX, pontos mag. Alkalmazzuk az indukciés feltevést az X7, X oo X
magokra!l // )

-3

.m.rm.mmmwnﬁ v csdicsot tartalmazé pontos magok metszetét jeldljitk P(v)-vel. Mivel
V :.E.m_m pontos, igy minden csics benne van legaldbb egy pontos halmazban, ezért
a fenti definicié értelmes. Természetesen P(v) fiigg a megadott K-lefogastol,

4. Lemma P(v) pontos mag.

BizONYiTAS A 2. lemma ismételt alkalmazasival az allitds kézvetleniil adodik. I

Az algoritmushoz sziikségiink lesz majd egy olyan eljardsra, amely tetszbleges
v cstcsra, adott K-lefogds mellett, hatékonyan ki tudja szdmitani P(v)-t. Ennek

s rr

ismertetésére a késSbbiekben még visszatériink.
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A pontos és 1-pontos magok mellett haszndlni fogjuk még a zart mag fogalmat.
Egy X magot akkor mondunk a (K-lefogdsra nézve) zdrtnak, ha minden v€ X csticsra
PSX.

Hasznos az aldbbi lemma.

5. Lemma Egy X mag akkor és csak akkor zart, ha X diszjunkt, pontos magok
egyesitése.

BizonyitAs Ha egy Y mag pontos, akkor persze v€Y esetén P(W)C Y, igy .a feltétel
elegendGsége nyilvanvals. Megforditva, ha X zart, akkor a {P(v}: v€ X} hipergraf
komponensei a 3. lemma alapjin pontos magokbél dllnak, amelyek a zdrtsig de-
finiciéjdbol adédéan particiondljak X-et. // :

v o

A zért X halmaznak az eldz8 bizonyitdsban egyértelmiien definidlt X, X, ..., X,
pontos magokbol 4116 particidjdt X-pontos particididnak nevezziik. Emlékezziink ra,
hogy «(Y) jeldlte az ¥ pontos maghoz tartozé 1-pontos vigdsok halmazit. JelSlje
K(Xy=U{LX): i=1,2, ..., k) az egyes X, pontos magokhoz tartozé 1-pontos
vagasok Osszességét. X(X) tehdt 1-pontos vagdsokbdl 4ll, amelyek particiondljk az
X 4ltal definidlt D{X) vagast.

6. Lemma Legyen K’ egy mdasik lefogds. Ha X zirt K-ra nézve és g (X)=pp, (X),
akkor X zirt K'-re nézve is. e

BrzonyfTAs Az X pontos particidjit tekintve azt kapjuk, hogy SQQH.N..SQ.\.VH
= N_ o(X)= N. ow(X )= 0:(X), igy az X; magok pontosak K'-re :muco. is. Az 3. lemma-
b6l az dllitas kovetkezik. // o

Tudjuk, hogy a tétel bizonyitdsdhoz olyan K-lefogést é (F vdgascsalddot kell
keresni, amelyek kielégitik az (a’), (b) & (c¢) feltételeket. A {c) feltétel éppen azt
mondja, hogy (F 1-pontos vagisokbdl Alljon. Az eddigi elGkésziiletekre azért volt
sziikség, mert 1-pontos vigdsokkal meglehetSsen kényelmetlen dolgozni. Ehelyett
durvan szdlva zéirt vagasokkal operdlunk, és csak az algoritmus végén particiondljuk
a kapott zart vagasokat 1-pontos vagasokra. ’

Tegyiik fel, hogy adott egy 7(v) nemnegativ egész értékii fliggvény a ¥ halmazon,
amelyet potencidinak fogunk nevezni. Régzitett & potenciélra vonatkozéan bevezetjitk
a du, vi=d(u, v)—a(v)+n{u) jeldlést. Tegyiik fel, hogy egy adott n potencidlra és
K-lefogdsra fenndll az aldbbi hirom feltétel: ‘ L

- (A) Kék (u, v) élre d(u, v)=0.
(B) Fehér (u, v) élre d(u, v)=0.
{C) Ha ve P(u), akkor n(v)=n(u).

Feltehetjiik, hogy = minim4lis értéke 0, mert n-hez konstanst adva a hdrom feltétel
érvényessége viltozatlan marad. Most el fogunk tudni Allitani egy (F 1-pontos
végdsokbdl 4ll6 halmazt, amely K-val egytitt kielégiti az (a’), (b) és (c) feltételeket.
(F-et (igy kényelmes megadni, hogy minden D vagisra megmondjuk aztaz xp szimot,
ahiny példinya szerepel D-nek az (Fben. o .

A potencidl kiilonbGz8 értékeit jeldlje O=py<p;<...<p,. Legyen V,=
={v:m(V)=p}i=1,2, ..., mre. Ekkor @ cV,CV. : :
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7. Lemma A (C) feltétel azzal ekvivalens, hogy mindegyik ¥; mag zart.

BizonvithAs Ha mindegyik ¥, zirt mag & v€P(u), akkor n(v)~<s(i) esetén, ez
utébbi értéket p-vel jelblve, uc V; és vd ¥, volna, ellentmondésban ¥, zdrtsdgaval.
Megforditva, ha (C) fenndll, akkor azt kell kimutatounk, hogy V,=U(P(x): u< V.
Itt nyilvan V,S U(P(): u€ V), mdsrészt, ha 1étezne vEP(u)— V', elem valamely u-ra,
akkor v¢ ¥, és ué ¥, folytdn a(v)<na(u) volna, ellentmonddsban a (C) feltétellel. [/

Legyen mdrmost xp=2(p,—p,_;), ahol az Gsszegzés azon i indexekre megy.
amelyekre D¢ K(V). (Az iires sszeget (-nak definidljuk.) )

Azt allitjuk, hogy K és az x,, viltozdk segitségével meghatdrozott (F vigas csalid
kielégiti az (a’), (b) ¢és {¢) optimalitdsi feltételeket. (F nyilvan 1-pontos <mmwm6w\_uo_
all, igy (c) teljesiil. Ha az e &l kék (fehér) akkor az (4) ((B)) feltétel alapjan e legalabt
(legfeljebb) d(e)}-ben van a D(V)) vigisok koziil, igy V, és (F definicitja alapjar
(a’) és (b) teljesiil.. _

A fenti okfejtés alapjdn nem marad mas hatra, mint hogy egy (#/, (B) és (C)
kritériumokat kielégitd K-lefogast és m potencidlt Allitsunk eld.

Az eljaras szive a kivetkezd algoritmus:

Belsd algoritmus

Bemenet: K-lefogas
(a, b) K-beli (keék) €],
o potencil,

amelyek kielégitik (B) és (C)-t, de (a, b) biztosan nem teljesiti (4)-t.

Kimenet: K’ lefogds,
7’ potencidl,

amelyek kielépitik a (B} és (C) feltételekel, (o, b) mdr kielégiti (A)-t, és egy ¢i csak
akkor sértheti meg az (A) feltételt, ha a kiinduldsnal is megsértette.

Vildgos, ha ez a beis6 algoritmus a repndelkezésiinkre 4il, akkor wm:mz?.m egy
tetszdleges lefogasbdl és példaul az azonosan 0 potencidlbol, a belsé algoritmus ismé-
telt alkalmazasa utén (4), (B) & (C) mindegyike teljesiilni fog. Kiindulé lefogasnak
jobb hijan valaszthatunk egy tetszéleges feszitGfdt, amikor is a bels§ atgoritmus:
legfeljebb (| V]| —1)-szer kell atkalmaznunk. .

Megjegyezziik, hogy az algoritmus kimeneténél kétféleképpen képzelhetd el
hogy az (a, b) él mar teljesitse az (A) feltételt. Vagy tigy, hogy kék marad, és vég
pontjainak potencidl kiilsnbsége alkalmasan megvéltozik, vagy pedig figy, hog)
fehérré valtozik.

A belsd algoritmus leirasdhoz definidlunk egy (a graftol, az adott lefogastol é
potenciAltél fiigg8) H=(V, A) segédgrafot. Az A élhalmaz hirom részbSl ALl Ak, 4,
és Ap:

Ag=1{(u, V)1 (u, v€K és d(u, V)=0},

Ap={(v,1): (4, VEE-K & d(u, v)=0},
Ap={(t, v): veP(u) és mp)=n(v)}.
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Keressiink most a cimkézési technika segitségével H-ban utat a b csicsbél az a-ba!
Két eset iehetséges: .

1. Eser A kérdéses it nem létezik.
M4s széval 4 nem eleme a b-b6l irdnyitott uttal elérhetd csicsok 7" halmazdnak.
Véltoztassuk meg a potencidlt a kévetkez6képpen:
i(y,) ha v4T,
n'(v)=
aoc+m,rm<mﬁ

ahol 8=min {8,, 8, 8z, 85}, amelyben
b,=d(a, b),
Sp=min{—d@, v):(u, VEK és u,v kilép T-béI,
bs=min {d(u, v):(u, VEE— K és u,v belép T-be},
ép=min {n(V)—n(u):ucT es vEPE)—T}.

(A minimumot itt végtelennek definidljuk, ha az {ires halmazon vessziik.)
Megjegyezziik, hogy T definicidjabdl rdgton kivetkezik, hogy
(*) H-ban nem 1ép ki T-bél él.

8. Lemma 6=0.

BrzonyiTAs 8,0 azzal ekvivalens, hogy az (a, b) €l nem tesz eleget az (4) feltétel-
nek (X-ra és m-re vonatkozdan), ezt pedig feltettiik.

84>0: ha ez nem volna igaz, akkor d(x, v)= 0 volna valamely 7-bS1 kilép8 (u, v)€ K
élre. Ekkor (u, )€ Ag, ellentmondva (*)-nak.

8 =>0: ha ez nem volna igaz, akkor (u, v) =0 volna valamely T-be mené (u, )¢ E— K
élre. Ekkor (v, u)€ A, ellentmondva (*)-nak.

6p=0: A (C) feltétel alapjan n(v) = n(w). Igy 8p=0-b6l m(u)=mn(v) kovetkezne, azaz
{1, v} egy T-b61 Kilép&§ Ap-beli él volna, ellentmondva (*)-nak. //

Az vj d'(u, v)— d(u, v)—a'(¥)+7(w) most igy alakul:

d(u, v)+ 8, ha (u, v) kilép T-bél,
@ d'(w, VY= 5 d(u, v)— 5, ha (4, v) belép T-be,
d(u, v), egyébként.

Allitds Ha egy kék élre a belsé algoritmus elején (A4) fennallt, akkor a lefrt poten-
cidl leirt ¢cseréje utan is fenn fog 4lini.

BizonviTAs Legyen (u, )€K és d(u, v)=0. Ha indirekt @’'(4, v)>0 volna, akkor a
8. lemma és (2) miatt (x, v) kilép T-b8l, és igy — d(u, V)= 8= 8 vagyis d'(u, V=0,
ami ellentmondés, /f
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Allités A potenci4l fenti cseréjénél (B) érvényben maradt.

BizonyitAs Ha (u, v)EE— K, akkor d{u, v)=0 és az indirckt d’(u, v)=0 feltevésbdl
a 8. lemma és (2.) alapjén kovetkezik, hogy (u, v) belép T-be. Ekkor d(x, v) = dp= 6,
vagyis d'(u, v)z= 0, ami ellentmondis. //

Allités A potencidl cseréjénél (C) érvényben maradt.

BrzonyitAs Ha v€ P(u) (P(1) nem fiigg a potenciél cseréjét1!) és indirekt feltessziik,
hogy #'(v)=<#'(u), akkor u¢ T és ve P()— T. Ily médon o' (M =n'(v} és 7' (Wy=m(u)+ 6,
ahonnan m(v)—n(u)< 8. Mésrészrél viszont n{v)—a(u)= dp= 8, és ez is ellent-
mondés. [/

Mdrmost, ha a belsd algoritmus alkalmazisakor a §= d,) eset 1ép fel, akkor a
potencidl cseréjének elvégzése utdn az (a, 5) € mér teljesiteni fogja az (A) feltételt,
és igy a belsS algoritmus véget ér. Ha &< 8,, akkor ismételjiik meg a bels6 algorit-
must, bemenetként a véltozatian K-lefogist, az Uj m:=n’ potencidlt, valamint az
(A) feltételt még mindig mepsértd (a, b} élt haszniliva,

Megfigyelhetjilk, hogy az 6j H’ segédgrafban a T 4ltal feszitett &lek ugyanazok
lesznek, mint H-ban voltak. Ezenkiviil a § valasztisa biztositja, hogy H’-ben legalabb
cgy €l elhagyja Tt (amely Ay, Af, ill. Ah-ben van, annak megfeleléen, hogy & a
dy-val, dp-fel, ill. 8p-vel volt egyenld). Kdvetkezésképp H'-ben a b-bl iranyitott
tttal elérhet6 csiicsok 7° halmaza szigordan tartalmazza T-t. Iy médon legfeljebb
|V|—1 iterdcié utdn vagy a 6=, eset fog el6fordulni, vagy az a csiics elérhetSvé
vilik b-bdl, amely épp a 2. eset.

2. Eset H-ban vezet b-bél a-ba irinyitott 1t.
Az ilyen utak kozil jelsljsn U egy olyant, amely minimalis szimt élt hasznal.
(Valdjdban csak annyit fogunk kihasznilni, hogy az U uthoz, amelynek csiicspontjai
sorrendben x,=5, x,, ..., x,=a, nem létezik piros ,levdgd” €, vagyis (x,, x, )
J=2-re nem piros €. Itt és tovabbiakban A4, elemeit nevezzitk pirosaknak.)
Mivel (a, B)S Ay, az Ut és az (g, b) &l egyiitt egy C irdnyitott kért alkot H-ban.
A C ko €lei kozill az dg-ban levBknek kék élek felelnek meg G-ben, mig az 4-ben
levé élek megforditottiainak fehér &lek. Ezek halmazat jelolje rendre Cp és Cp.
(Tehat Cy, CrSE.) Legyen az 1ij K'-lefogdsra K'= (K- CUCe.

9. Lemma Az cl6bb definidlt K’ az irdnyitott vigdsoknak lefogdsa.

BrzonviTds Egy adott X magra jelslje 0,(X) (8(X)) az U 1t piros éleinek X-be
belépd (X-bél kilép8 szdmdt. //

Allitgs

3 : el X)=p(X)+g,(X)— 8,(X).

Bizonyfrds Ez az egyenlSség nyilvén igaz a 2(X}=8,(X)=0 esetben, és innen
9(X)+ 8,(X) szerinti indukciéval kénnyen megkapjuk &ltaldban. //

Jelolje &(X) egy X mag ,tilfogdsinak’ az értékst, vagyis e(X)=p{X)—c(X).
Az 1. lemmdbdl lithatd, hogy egymast metsz& X és ¥ magokra:

oX)+ (V)= s(XN P)+ (XU V),

3
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A lemma igazolasdhoz azt kell litnunk, hogy minden X magra pe(X)=c(X).
Ez kovetkezni fog (3)-b6l és az alibb bizonyitando e(X)= 8,(X) egyenlStlenségbdl.
Tekintsiink ehhez egy olyan X magot, amelyre 3,(X)=>0. Legyen (, v) olyan piros
¢le U-nak, amely kilép X-bdl és n(v) {(==(w)!) a lehetd legnagyobb. Ha t&bb ilyen &
létezik, akkor (u, v) jelolje kdziilitk azt, amely az U Gton a legelsd b felSl elindulva.
Legyen X'=XUP(w). (P(u) a K-lefogdsra vonatkozik.)

Allitis
@ 8 (X" )=8,(X)— 1.

Bizonvitas Mivel P(u)-t nem hagyja el piros él, és (u, v} nem lép ki X"-b6i, ezért
3,(X")= §,(X)— 1. Masrészrdl viszont, ha (s, ) az U uinak mésik olyan piros éle volna,
amely kilép X-bél, akkor 4 P(u) (azaz (s, £) az X'-bél is kilép): ellenkezd esetben
ugyanis a C feltétel alapjin n(fy=n(u), € igy n(v) maximalitdsa folytan n(f)=mn(u).
Kdvetkezésképp (u, £) egy piros levagd € volna az U tthoz, amelynek lehetOségét

kizartuk, [/

Allitis .

(XY= 8,00).
BIZoNYITAS - 8,(X) szerinti indukeid. e(X)=0 1évén feltessziik, hogy 8,(X)=0. (3)-bdl
kapjuk, hogy s(X)=s(X)+&(P())= (X P(w)}+ e(X)=&(X"). (4) alapjén, az induk-
ciés feltevést X'-re alkalmazva, azt kapjuk, hogy e(X)=e(X")= 6,(X")=8,(X)-1,
vagyis s(X) = 8,(X), ami bizonyitja az llitst. //

Eziltal a 9. lemma bizonyitasa teljes.
Tekintsitk most 4t, mi tortént a lefogds cseréjekor az (4), (B) és { C) optimalitdsi
kritériumokkal!

Alitdés Uj kek élekre (azaz a K’ — K elemeire) az ( 4) feltétel érvényes.
Bizonyiths Ha (i, v) 0 kék él, akkor (v, u) eleme volt A nek, és igy d(u, v)=0. //
Allitds A (B) feltétel érvényessége a lefogds cseréjénél nem védltozott.
BizonvitAs Ha (u, v) Gj fehér él (azaz K~ XK’ -nek eleme), akkor (u, v) eleme volt
Ag-nak, és igy d(u, vy=0. //

Itt megjegyezziik, hogy a lefogds cseréjénél az (g, b) ¢l fehér lett, igy mar nem
sérti meg az (A) feltételt. .
Allitas A lefogds cseréjénél a (C) feltéte! érvényben maradt.

Bizonvitis Feltesszilk ismét, hogy az aktualis potencidl legkisebb értéke nulla,
és képezziik a V{v: a(»=p,;} halmazokat /=1,2, ..., m-re, ahol a p, szdmok a
potencidl kiilonbozs értékeit jeldlik. A 6. lemma alapjin elég azt H.E.”mE:EEr

hogy mindegyik ¥, mag zért a K'-lefogasra nézve is. 4, & ¥, definiciéja alapjdn
e,(V)=90,(V)=0, igy (3) szerint g,(V)}=gu(V). Alkalmazzuk a 6. lemmat. I

Idsig tehét bebizonyitottuk a belsd algoritmus érvényességét &s ezdltal a 2. tétel
bizonyitdsa is teljessé valt.
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A kivetkezdkben az algoritmus kdzvetlen felhasznilhatosdga érdekében meg-
vizsgaljuk, hogy miként lehet ropzitett K lefogds csetén a P(y) halmazt hatékonyan

kiszdmitani. .

10. Lemma Egy mag akkor és csak akkor wg»om, ha 1-pontos magok metszete.

A bizonyitdst egyszerii gyakorlatként az Olvaséra hagyjuk.

Alljon K az e,=(u,, v) (i=1,2, ..., h) élekbBl. G, jel6lje azt a grafot, amelyet
gy kapunk G-bél, hogy K—e, elemeit forditva is behiizzuk. Legyen tovibba Pu)=
={v: velérhetd u-bdl iranyitott ittal G -ben}. E definici szerint P () a cimkzési techni-
ka segitségével kénnyen meghatérozhatd, és igy az Osszes P{u) R{u}-val jelolt metsze-
tét is ki tudjuk szdmolni,

,:. Lemma P{u)=R{u).

BizoNyiTis Mindegyik P (1) haimaz vagy V-vel egyenld, vagy pedig 1-pontos magok
metszete. A 10. lemma szerint P(u) vagy V-vel egyenls, vagy az u csticsot tartalmazé
I-pontos magok metszete, ily médon P(u)= R(u). Mdsrészt, ha 1étezik R()— P(u)-
ban egy v csics, akkor valamely X 1-pontos magra ue X és v§ X, Ha e, az egyetlen
K-beli €I, amely belép “X-be, akkor P(u)S X, azaz V§P(u), ami ellentmondés. //

A 11, lemma lehetSvé teszi, hogy rogzitett u-ra P(u)-t O(n®) lépésben kiszdmitsuk, -
igy az dsszes P(u) meghatarozasa legfeljebb O(n?) 1€pést igényel.

‘A beis§ algoritmus masik része egy b-b6l a-ba vzet§ Ut megkeresésére irdnyul
a‘ i grafban. Ecélbol ismét alkalmazhatjuk a cimkézési technikdt. Ha az 1. eset
fordul el8, vagyis ha a keresett ut nem létezik, akkor a T halmaz éppen azokbd! a
csticsokbol fog allni, melyek cimkét kaptak az eljaris sordn. A 2. esetben a cimkézési
technika megfeleld alkalmazdsdval konnyen biztosithats, hogy a megkonstrualt
U Gthoz ne legyen levagd él

"~ A cimkézési technika legfeljebb cn® 1épést igényel. Ezenkiviil, ha az 1. esetnél

b= 4, fordul el8, és fijra inditjuk a bels§ algoritmust a modositott potencidllal,
akkor a kordbban kisziémitott cimkéket djra fel lehet haszndlni (emlékezziink r4:

TS T, (Figyeljlik meg, hogy hasonld jelenséggel taldlkoztunk a silyozott matroi-

dok metszetére vonatkozd algoritmusndl is.)
~ Ily médon a teljes belsé algoritmus legfeljebb ¢,n?+ c,n* 1épést igényel. Mivel
a bels6 algoritmus alkalmazdsdra legfeljebb (n— 1)-szer keriil sor. Az egész algorit-
mus épésszadmat cnd-nel becsiilhetjiik feliiledl,

. Legvégiil 6sszefoglaljuk az algoritmus lépéseit.

0. Lépés (Start) Legyen K egy lefogds és m egy potencidl, amelyekre fenndll a
(B} és (C) feltétel. Kezdetben lehet példdul K egy feszitdfa, n pedig azonosan
nulla:

I ...,wmﬁm.q

(1.0) Hatdrozzuk meg minden « csiicsra P(u)-t!

(1.1) Ha minden él K-ban teljesiti az A feltételt, akkor STOP: az adott K optimdlis.
C..B, Vilasszunk ki egy e=(a, b)€ K élt, amelyre {4) nem 4ll fenn!

(1.3) Keészitsitk el a H segédgrafot, és Keressiink a cimkézési technika segitségével

irdnyitott utat b-bél a-ba (felhaszndlva a kordbban definidlt, de még nem tdrsli
cimkéket)! Ha létezik U Gt, akkor menjiink a 3. 1épésre!

23+
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2. Lépés (Potencidicsere)

(2.0) Legyen T a cimkézett csicsok halmaza. Szémitsuk ki 8-t Legyen mi(v):=
=a{v)+ & minden v¢ T csiicsra.

(2.1) Ha 4= ,, akkor tdroljiink minden cimkét, és menjiink az 1.1 lépésre.

(2.2) Menjiink ?,3)-ra!

3. Lépés (Lefogdscsere)
Az U utbdl 4llapitsuk meg a Cy és C, halmazokat, &s legyen K:=(K—Cp)UCr.
Menjiink az (1.0) lépésre!

FELADATOK

1. Igazoljuk a 10. lemmat!

2. Bizonyitsuk be, hogy egy minimdlis K-lefogis éleit a grafbol eltdrilve, majd
forditva behiizva, erlsen Osszefiigg$ grafot kapunk, feltéve, hogy a graf nem tartal-
maz elvagd élt!

4. Elidegen irdnyitott fak

‘A fliggelék utolsé részeként ismertetiink egy Edmondstd] szdrmazé érdekes ered-
ményt. A 8. fejezet 7.1. tételét specializalva, vélaszt kaphatunk arra a kérdésre, hogy
egy irdnyitatlan gréfban mikor létezik k élidegen feszit8fa, és levezethet§ Tutte egy
tétele.

1. Tétel (Tutte) Egy irdnyitatlan grifban akkor és csak akkor létezik & élidegen
feszit6fa, ha a csticsok barmely V;, ¥, ..., ¥V, particidjira a részek kdzitt vezet§
élek szdma legaldbb k(s—1I). (Javasoljuk az Olvasénak, hogy gyakorlatként prébilja
meg e tétel levezetését az emlitett 7.1. tételb&l.)

Edmonds tétele Tutte tételének egyfajta irdnyitott analogonja. Ehhez bevezetjiik
a fenyG fogalmdt. A fenys egy iranyitott fa, amelyben gy csdcs kivételével valamennyi
cstics be-foka egy. A feny8 gyokerének nevezett kivételes csfics be-foka nulla. Kény-
nyen 14thato, hogy a fenyS barmely csticsa a gyOkérbdl irdnyitott titon elérhetd.

Legyen G-(V, E) irdnyitott graf és r& V. A G grafnak egy r-fenydjén egy r gyokerit
feszit&fenydt értiink, amely G-nek részgrafja. .

2. Tétel (Edmonds [8]) A G grafban akkor és csak akkor létezik k élidegen 7-
fenyd, ha minden r-et nem tartalmazé X halmaz o(X) be-foka (az X-be lépd élek
szdma) legaldbb k. ‘

BizonvyiTAs Sziikséges bizonyitasit gyakorlatként az Olvasdra hagyjuk. Az elegen-
ddség bizonyitasdra egy Lovdsz Liszi6t6] szarmazé eljarést [5] ismertetiink. Az eljards
nagymértékben tdmaszkodik a maximélis folyam algoritmuséra. Alapgondolata az,
hogy felépithetd egy olyan r-fenyd, amelynek éleit clhagyva a visszamaradé grafban
minden (r-et nem tartalmaz6) halmazba legaldbb & — I & menjen. lyen eljiras k-szori
alkalmazisdval nyilvan célt ériink. Bzt az egyetlen r-fenySt pedig az r gySkérbél
kiindulva, fokozatosan egy-egy ¢l hozzévételével épitjiik fel, ezek az élek mindig
a mAr meglevd részfenyd valamely csiicsatél vezetnek egy j csiicshoz.

Az egyes €lek hozzdvatelénél esak arra kell iigyelniink, hogy a maradék grafban
a fokszdmra vonatkozé feltétel érvényben maradjon.
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Legyen tehat Fegy r gySkerii részfenySje G-nek, amelyre igaz, hogy gz A{X)=
=k—1, ha r¢X. Bgy élt pontosan akkor nem vehetiink hozzd az F fenyShoz, ha
belép egy olyan X halmazba, amelybe a maradék gréfban pontosan k--1 @l lép,
azaz gg_p(X)=k— 1. Azilyen X halmazokat (F-re nézve) veszélyesnck fogjuk nevezni.

1. Lemma Ha X és ¥ két metsz8 veszélyes halmaz, akkor metszetiik is, uniGjuk is
veszélyes.

BizowyiTds g o(X)-et e(X)-szel jelslve, érvényes az aldbbi egyeniStlenségsorozat:
k=l+k—I1=X)+e(Y)z=e(XO V) +e(XUN=k—1+k—1,

amely csak akkor 4llhat fenn, ha o(XN¥)=k—1, & (XU Y)=k~—1, és ez az, amit
igazolni kellett. //

Jeldljiik az F feny8ben nem levd csucsok haimazdt T-vel. Azt kell kimutatnunk,
hogy van olyan T-be 1ép6 €1, amely semelyik veszélyes halmazba sem Iép be. Ezt
az €It ugyanis F-hez lehet venni, majd az eljardst addig ismételni, amfg T iires nem lesz.

A tétel feltétele szerint T-nek semelyik része sem veszélyes. Ha minden veszélyes
halmaz diszjunkt 7161, akkor barmely T-be vezet§ él megfelel a kivinalmaknak.
Ha vannak 7-t metsz8 veszélyes halmazok, akkor legyen X ezek kéziil az, amelyre
|X—T| minimdlis. (Tudjuk: X— T5= (%),

2. Lemma (X—T)-bél vezet él (XN T)-be.

Bizonyfrds Ha ilyen €l nem létezne, akkor k—1=e(TS)=e(X)=k—1, azaz
&(TN X)==k— 1 volna. De midr lattnk, hogy T részhalmaza nem lehet veszélyes. /{

3. Lemma A 2.lemma 4ltal biztositott e &l nem 1ép veszélyes halmazba.

BrzonyitAs Ha indirekt feltessziik, az e ¢l belépne az ¥ veszélyes halmazba, akkor
az 1. lemmébSl adédéan X'=XNY is veszélyes volna. Ezenkiviil X' T= ¢ és
X’ T|<=|X—t|, ami ellentmond az X minimélis vilasztdsdnak. i

Ezzel a tétel bizonyitdsat is befejeztiik.

A bizonyitdsbél kiolvashatd egy algoritmus, amely arra a tényre épiil, hogy
a bizonyitds alapjin biztosan van olyan T-be 1ép3 &I, amely nem 1ép veszélyes hal-
mazba. Ezt az élt kell csupan megkeresniink,

Egy e=(u, v) rogzitett éire konnyii eldénteni, hogy belép-e veszélyes halmazba
vagy sem. Azt kell ehhez ellenSrizni, hogy a G'=(V, E—F) grifban létezik-¢ u-bol
v-be k értékd folyam (ekvivalensen, k szdmu &idegen 0t), Ha Iétezik, akkor e nem
lép veszélyes halmazba, kiilonben pedig (a maximalis folyam—minimalis vigas tétel
szerint) igen. fgy tehat a T-be 1&p8 dsszes e= (2, v) élre ezt ellen8rizni kell, majd azt
az €lt, amelyre a k értékii folyam Iétezik, az F fenyGhéz vehetjiik. Ezutdn a kibGvitett
v fenydre 1jbdél kezdjitk az eljarast.
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