1. Fejezet

LINEARIS ALGEBRA ES
LINEARIS
EGYENLETRENDSZEREK

1.1 VEKTORTER, ALTER, LINEARIS FUGGETLENSEG

1.2 MATRIXOK, EGYENLETRENDSZEREK MEGOLD-
HATOSAGA

Lemma 1.1 Haaz € R" nem-nulla vektor ortogonalis az A mindegyik sorara (azaz benne van A nullterében, vagyis Az = 0), akkor z linedrisan
fiiggetlen az A soraitdl, (azaz z nincs benne az A sorterében).

TETEL 1.2 Legyen A m X n-es matrix, ahol 1 < m < n. Ekkor az Az = 0 homogén linearis egyenletrendszernek létezik nem-triviilis megoldasa.
(Masszéval m-nél t6bb m-dimenzids vektor mindig linearisan &sszefiiggs. Még masképp, A nulltere nem-trivialis.)

Kivetkezmény 1.3 Ha egy matrix oszlopai is és sorai is linedrisan fiiggetlenek, akkor a m&trix négyzetes.

Kévetkezmény 1.4 Ha az A' matrixbdl linedrisan fiiggetleniil kivalaszthaté sorok maximalis széma kisebb, mint az oszlopok széma, akkor az
A’z = 0 rendszernek van nem-trivialis megoldasa.

Lemma 1.5 Tegyiik fel, hogy az A matrixban az elsd r oszlop linedrisan fiiggetlen és a t5bbi oszlop linedrisan fiigg ezektd8l. Hasonléképp legyen
az elsd s sor linedrisan fiiggetlen és a tSbbi sor linedrisan fiiggjon ezektSl. Ekkor az elsd r oszlop és az elsd s sor altal meghatdrozott A1 részmatrix
oszlopai is és sorai is linedrisan fiiggetlenek.

TETEL 1.6 Egy A métrix linedrisan fiiggetlen oszlopainak maxim4lis széma egyenld a linedrisan fiiggetlen sorok maximélis szdmaval.

K&vetkezmény 1.7 Egy matrix rangja nem valtozik, ha hozzavesziink egy tj oszlopot, amely linedrisan fiigg az oszlopoktél, vagy ha elhagyunk
egy meglévd oszlopot, amely linearisan fiigg a t5bbi oszloptsl. Analdg &llitas érvényes sorokra. e

TETEL 1.8 Ha egy m X n-es A matrix sorai linearisan fiiggetlenek (azaz r(A) = m), akkor tetszdleges n-dimenziés b vektorra az Az = b
egyenletrendszernek létezik megoldasa (ami b # 0 esetben azzal ekvivalens, hogy b linearisan fiigg az A oszlopaitél.) Ha m = n, akkor a megoldas
egyértelmii.

TETEL 1.9 A k&vetkezdk ekvivalensek.

(A) Az Az = b egyenletrendszernek létezik megoldasa.

(B) r(A) = r([A, b]), (ahol [A, b] az a m&trix, amely A-bdl &ll el3 a b oszlop hozzavételével).
(C) Nem létezik olyan y, amelyre yA = 0, yb # 0.

TETEL 1.10 (Fredholm féle alternativa tétel) Az Ax = b rendszernek akkor és csak akkor van megolddsa, ha nem létezik olyan y, amelyre
yA = 0, yb # 0. Ekvivalensen, egy [ b ] vektor vagy benne van egy altérben [melyet az A oszlopai generidlnak], vagy elvidlaszthaté tdle [egy y
normalisi] homogén hipersikkal abban az értelemben, hogy a hipersik az alteret tartalmazza, de a vektort nem.

1.3 EGYENLETRENDSZER MEGOLDAS-HALMAZA, AF-
FIN ALTEREK

TETEL 1.11 Egy A n X n-es nem-szinguldris négyzetes matrix elsé m sora altal alkotott részmatrixot jelblje A1, mig a maradékot Ag. Tegyiik
fel, hogy az Aq minden sora ortogonalis A5 minden sorara. Ekkor A sortere éppen az Ao nulltere és Aj nulltere éppen az Ag sortere.

TETEL 1.12 Legyen Aj olyan m X n-es méatrix (m < n), amelynek sorai linedrisan fiiggetlenek. Ekkor létezik olyan (n — m) X n méretii Ao
matrix, amelynek sorai ortogonilisak az A7 soraira és amely az Aq1-gyel egyiitt egy n X n-es nem-szinguldris matrixot alkot. Az Aj sortere az Ag
nulltere, és A7 nulltere az Aoy sortere.

TETEL 1.13 Tegyiik fel, hogy az Az = b egyenletrendszernek z( megoldisa. Ekkor a megoldasok M := {z : Az = b} halmaza az R ter atfin
altere, nevezctesen az A nullterénck eltoltja. Masként fogalmazva, az Az = 0 homogén egyenletrendszer egy tetszdleges megoldasat zg-hoz adva
megoldast kapunk, és M minden tagja igy all el8. Megforditva, minden affin altér elB4ll egy linearis egyenletrendszer megoldas-halmazaként.
Kévetkezmény 1.14 Amennyiben az Az = b egyenletrendszernek m( egy megolddsa, igy a megolddsok halmaza eldill mint véges sok vektor
linedris kombindciéi halmazdanak z(-lal térténd eltoldsival, azaz {yB + g : y € R"} alakban. e

Kévetkezmény 1.15 Amennyiben az Az = b egyenletrendszernek van megolddsa, tigy az M megoldashalmaz dimenzidja n — r(A), ahol n az
oszlopok széma.



2. Fejezet

LINEARIS EGYENLOTLENSEG-
RENDSZEREK

2.1 BEVEZETES

2.1.1 Megjegyzések az intuiciérol

2.2 KUPOK, POLIEDEREK, POLITOPOK

2.2.1 Kupok
2.2.2 Poliéderek és politopok

Lemma 2.1 Ha az R poliéder kip, akkor metszetkip.

2.3 A FOURIER-MOTZKIN ELIMINACIO

2.3.1 Oszlop eliminacié

TETEL 2.2 Az
Az <0 (2-1)

egyenlstlenség-rendszernek barmely megoldasa az

allly <o (2.2)
rendszernck is megolddsa. A (2.2) barmely megolddsdnak elsé komponensét alkalmasan megvaltostatva a (2.1) egy megoldasit kapjuk.
Kévetkezmény 2.8 Tegyiik fel, hogy a Q matrix elsd oszlopa 0, £1 értéki, és rendeljiik a

1

Qz' < b (2.3)

egyenldtlenség-rendszerhez a

QMo <l (2.4)

rendszert, ahol bl1] az 4 := (Q, b) matrixhoz tartozé Alll matrix utolsé oszlopa. Ekkor (2.3) barmely megoldasa a (2.4) rendszernek is megoldasa,
és a (2.4) barmely megoldasinak elsé komponensét alkalmasan megvaltoztatva a (2.3) egy megoldasat kapjuk.

Kévetkezmény 2.4 Metszetkip tengelymenti (kiilsd vagy bels3) vetiilete metszetkip. Poliéder
tengelymenti vetiilete poliéder.

TETEL 2.6 Egy politop és egy generalt kip Gsszege poliéder. Specidlisan, minden politop korlatos poliéder és minden generalt kip eldall met-
szetkipként.

TETEL 2.6 (Farkas lemma, geometriai alak) Ha egy C C R* generdlt kip nem tartalmaz valamely b € JRUF elemet, akkor létesik olyan
(zért) homogén féltér, amely magaban foglalja C-t, de nem tartalmazza b-t. Ha egy P politop nem tartalmazza b-t, akkor létezik olyan féltér, amely
magaban foglalja P-t, de nem tartalmazza b-t.

2.3.2 Az FM eljaras hatékonysaga
2.3.3 A 2-SAT probléma
2.3.4 Egy utemezési feladat

2.4 POLIEDEREK SZERKEZETE ES ELOALLITASA
2.4.1 A poliéder egyenesei

TETEL 2.7 Valamely q # 0 vektorra a kévetkez3k ekvivalensek:
(1) Qg = 0.
(2) q karakterisztikus vektora R-nek.

(3) R-nek van olyan z pontja, amelyre z + Ag minden valés A-ra R-ben van.

Kovetkezmény 2.8 Az R poliéder egy z pontjat tartalmazs legbdvebb, R-ben fekvd affin altér az A karakterisztikus altér z-vel valé eltoltja.

Kévetkezmény 2.9 Egy R = {z : Qo < b} C JR™ poliéder belss dimenzidja n — r(Q).



2.4.2 Bazis-megoldasok

TETEL 2.10 Tegyiik fel, hogy az R poliéder nemiires és R = {z : Qz < b} = {= : Q' < b'}. Ekkor Q és Q' sortere megegyesik. TetszSleges
2z € R esetén Q7 és Q'z= sortere megegyezik.

Kévetkezmény 2.11 Egy z € R elem szintje csak a poliédertdl fiigg és nem a poliédert meghatarozé egyenldtlenség-rendszer konkrét alakjatdl.
Specialisan, a bazis-megoldas fogalma is csak a poliédertdl fiigg.

TETEL 2.12 Minden nemiires poliédernek létezik bazis-megoldasa, nevezetesen barmely minimalis szintii elem bazis-megoldas.

TETEL 2.18 (i) Egy M = (g) nem-nulla m&trix esetén a

Pz =bgy,Qz < by (2.5)
linearis rendszernek egy z megoldasa akkor bazis-megoldas, ha r(M) = r(MJ).

(ii) Az {Az = b,z > 0} egy z megoldasa akkor és csak akkor bazis-megoldas, ha a poszitiv elemekhez tartozé A-beli oszlopok linedrisan
fiiggetlenek.

(iii) Az {yA > 0,yb = —1} rendszer egy yg megoldasa akkor és csak akkor bazis-megoldas, ha az A-bél linearisan fiiggetleniil kivalaszthatd,
az yg-ra merdleges oszlopok maximalis szadma r(A4,b) — 1.

2.4.3 Csucsos poliéderek

TETEL 2.14 Az R = {2 : Qz < b} poliéder egy z elemére a kivetkezk ekvivalensek:

(0) Q oszlopai linearisan fiiggetlenek és z bazis-megoldas.

(1) QT oszlopai linedrisan fiiggetlenek, azaz Q-nak van n linesrisan fiiggetlen z-aktiv sora.
(2) =z cstics.

(3) z extrém pont.

Kévetkezmény 2.16 Bgy poliédernek legfeljebb véges sok csiicsa van.

TETEL 2.16 Egy R = {z : Qz < b} nemiires poliéderre a kévetkez8k ekvivalensek:
(1) Q oszlopai linearisan fiiggetlenek.

(2) R egyenes-mentes.

(3) Az R karakterisztikus altere trivialis.

(4) R csiicsos.

TETEL 2.17 Az R = {z : Qe < b} nemiires poliéder az A := {z : Qo = 0} karakterisztikus altér és az R’ := RN AL poli¢der sszege, ahol AL
az A altér ortogonalis kiegészitdje (vagyis a @ sorai altal generalt altér). Tovabba, az R’ poliéder egyenes-mentes (=csticsos).

Kévetkezmény 2.18 Egy R := {x : Mz < 0} metszetkip az A := {z : Mz = 0} karakterisstikus altér (ami specidlis metszetkip) és az

R' := RN Al csiicsos metszetkip vektor-Gsszege.

2.4.4 Korlatos poliéderek

TETEL 2.19 Valamely nemnulla g vektorra a kdvetkezdk ekvivalensek:

(1) @ a poliéder irdnya.

(2) R-nek van olyan z pontja, amelyre a {z + Ag: A > 0} félegyenes R-ben van.
(3) Qg < 0.

Kévetkezmény 2.20 Egy poliédernek és karakterisztikus kipjanak extrém irdnyai ugyanazok. e

TETEL 2.21 Egy R = {z : Qz < b} nemiires poliéderre a kévetkez8k ekvivalensek:
(1) R nem tartalmaz félegyenest.

(2) R-nek véges sok csicsa van, melyek konvex burka R.

(3) R korlatos.

(4) R karakterisztikus kipja trivialis.

TETEL 2.22 (**) Legyen a C := {z : Qo < 0} nemtrivialis kip egyenes-mentes (=csticsos), és legyen Z := {z : Qo < 0, cx = —1} poliéder, ahol
¢ a Q sorainak az dsszege. Ekkor tetszdleges z € Z esetén £ a kip irdnya, és a kiip tetszdleges § irdnya egyetlen z pontban metszi Z-t. Z korlatos
és egy z € Z pont akkor és csak akkor csiicsa Z-nek, ha ' extrém iranya C-nek.

Kivetkezmény 2.28 C egyenes-mentes nemtrivialis metszetkipnak véges sok extrém irdnya van, és C ezen iranyok generalt kipja. e

TETEL 2.24 (*) A C = {z : Qz < 0} egyenes-mentes kiip egy z nemnulla eleme &ltal meghatdrozott Z irdny akkor ¢s csak akkor extrém irdnya
C-nek, ha z merdleges a Q métrix 7(Q) — 1(= n — 1) linearisan fiiggetlen sordra, azaz ha r(QT) = n — 2.

2.4.5 DPoliéderek eloallitasa

Lemma 2.25 Amennyiben az A matrix sorai altal generalt kip megegyezik a B matrix sorai altal definialt metszetkippal, azaz G4 = Mpg, dgy
My =Gg.

TETEL 2.26 Minden metszetkip el84ll generalt kipként.
TETEL 2.27 Minden nemiires poliéder el8all mint egy politop és egy generalt kip Osszege. Specidlisan, minden korldtos poliéder politop.

TETEL 2.28 Minden R # 0 egyenes-mentes (azaz csicsos) poliéder eldall mint a csicsai altal feszitett R politop valamint a poliéder C karak-
terisztikus kipjanak a vektor-Ssszege.

Kovetkezmény 2.29 Minden R egyenes-mentes (azaz csicsos) poliéder el84ll mint a csicsai altal feszitett politopnak valamint az extremalis
irdnyai altal generalt (csicsos) kipnak (vagyis az R karakterisztikus kiipjanak) a vektor-sszege. ®



2.5 MEGOLDHATOSAG: A FARKAS LEMMA

TETEL 2.30 (Farkas lemma, standard alak) Az {Az = b,z > 0} rendszernck pontosan akkor van megoldasa, ha az {y4 > 0,yb < 0}
rendszernek nincs.

TETEL 2.31 (Farkas lemma, (A) valtozat) A Qz < b egyenl8tlenség-rendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha nem létezik olyan y > 0,
amelyre yQ = 0, yb = —1.

TETEL 2.32 (Farkas lemma, (B) véiltozat) A {Bz < b,z > 0} egyenl&tlenség-rendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha nem létezik olyan
y > 0, amelyre yB > 0, yb = —1.

TETEL 2.33 A

{Pz =bg,Qz < b1} (2.6)
primél rendszer akkor és csak akkor oldhatd meg, ha az
{yoP +v1Q =0,y > 0,yb = —1} (2.7)
duélis nem, ahol y = (yg,¥1,),b = (bg, b1)-
TETEL 2.34 (Farkas lemma, éltaldnos alak) A
Pzg + Az =bg, Qzg + Bzy < b1, =1 20 (2.8)
primal rendszernek akkor és csak akkor nincs megoldasa, ha az
yoP +y1Q =0, yoA+y1B >0, y3 >0, yb:=ygbyg +y1b3 = -1 (2.9)

dudlis rendszernek van.

TETEL 2.835 Az {Az = b, & > 0} rendszernek akkor és csak akkor van olyan megoldasa, amelyben az @ pozitiv valtozéinak megfelels A-beli

oszlopok linedrisan fiiggetlenek, ha nem létezik olyan y, amelyre yA > 0, yb = —1 és A-nak létesik r(A4,b) — 1 linearisan fiiggetlen oszlopa,
amelyekre y meréleges. (R&viden, vagy a primal, vagy a dual problémanak létezik bazis-megoldasa). ®

2.5.1 Direkt bizonyitas

TETEL 2.36 A
Pzg + Azy =b, =1 >0 (2.10)

primal feladatnak akkor és csak akkor nincsen megoldasa, ha az
yP =0, yA>0, yb=—1 (2.11)
dualis feladatnak van.

TETEL 2.37 s s , , , s
yoP +v1Q =cp, yoA +y1B >cy, y1 20 (2.12)

primal rendszernek akkor és csak akkor nincs megoldasa, ha a
P'zg + a's] =0, Q'zg + B'2] <0, 2] >0, c{]mo +chz) >0 (2.13)

duilis rendszernek van. e

2.5.2 Linedris és logikai kovetkezmény

TETEL 2.88 Feltéve, hogy R nemiires, (??) akkor és csak akkor linesris kévetkezménye (?7)-nek, ha logikai.

2.5.3 Alkalmazasok

TETEL 2.39 Ha egy n-viltozés linedris egyenldtlenség-rendszernek nincsen megolddsa, akkor van egy legfeljebb n + 1 egyenldtlenségbdl &llé
részrendszer tgy, hogy mar annak sincsen megoldasa.

TETEL 2.40 (Caratheodory) Ha a d-dimenzids tér egy z pontja p > d + 1 darab pont konvex kombinaciéja, akkor ezen pontok k&zdtt van
legfeljebb d + 1, amelyeknek z konvex kombinaciéja.

TETEL 2.41 Ha R és R’ két nemiires poliéder, melyek metszete iires, akkor van 8ket szigorian elvilaszté {e : ce = a} hipersik, azaz cz < a < caz’

fennall az R minden = és az R’ minden z/ elemére.

TETEL 2.42 (Helly) Az n-dimensziés térben adottak a Cq, ..., C} konvex halmazok, melyek metszete iires. Ekkor ezen halmazok k3z8tt létesik
mar legfeljebb n + 1 olyan is, amelyek metszete iires.

TETEL 2.43 (Kirchberger) Az n dimenziés térben adott k piros és ! z3ld pont, ahol k +1 > n + 2. Amennyiben a piros pontokat nem lehet a
z6ld pontoktél egy hipersikkal elvilasztani, gy a pontok kézdtt létezik legfeljebb n + 2 1gy, hogy mar ezeket sem lehet hipersikkal elvilasztani.

TETEL 2.44 (*) Ha az A n Xn-es nemnegativ matrix minden oszlopiban az elemek &sszege 1, akkor az {Ax = z,ep e = 1,z > 0} rendszernek
létezik megolddasa, ahol e, = (1,...,1).

2.6 IRANYMENTI KORLATOSSAG

2.6.1 Ero6s bazis-megoldasok

TETEL 2.45 Tegyiik fel, hogy az R poliéder nemiires és R = {2z : Qe < b} = {z : Q"2 < b'}. A Q valamely j oszlopa pontosan akkor linearisan

fiiggetlen, ha Q' megfelels j oszlopa linearisan fiiggetlen.
Kévetkezmény 2.46 Az erds bazis-megoldas fogalma csak a poliédert8l fiigg és nem a poliédert meghatérozé egyenlStlenség-rendszertsl. o

Kévetkezmény 2.47 A {Pz = by, Qz < by} egyenldtlenség-rendszer egy z bazis-megolddsa pontosan akkor erds, ha a z nem-nulla komponenseihez

tartozé M-beli oszlopok linedrisan figgetlenek, ahol M = (Z). .

TETEL 2.48 A Qz < b egyenldtlenség-rendszer egy z megoldasa akkor és csak akkor erds bazis-megoldas, ha létezik Q-nek egy olyan r(Q) sorbél

l

és r(Q) oszlopbdl allé6 nem-szingularis Q' részmatrixa, amelyre z a Q'z' = b’ egyértelmii =’ megoldasabdl all eld 0-komponensek hozzavételével

(ahol b’ a b azon részét jelsli, amely a Q' sorainak felel meg.)

Kévetkezmény 2.49 Tetszdleges egyenltlenség-rendszernek legfeljebb csak véges sok erds bazis-megoldasa van. e



2.6.2 Az irdanymenti korlatossag feltétele

Lemma 2.50 Legyen z a Qz < b egyenlStlenség-rendszernek egy megoldasa, és ¢ egy n-dimenziés vektor. Ha nem létezik olyan g vektor, amelyre

cg > 0,Qq < 0, akkor Q@ < b-nek létezik olyan z* bazis-megoldasa, amelyre cz* > cz.

TETEL 2.51 (Az irdnymenti korlitossédgi tétele, specislis alak) Tegyiik fel, hogy az R := {z : Qz < b} poliéder nemiires, és legyen c egy
n-dimenziés vektor. A kdvetkezdk ekvivalensek.

(0) A {cz} linedris fiiggvény R-n feliilrsl korlatos.

(1) Minden z € R elemre létezik Qz < b-nek olyan z* er8s bazis-megoldasa, amelyre cz* > cz.
(2) Nem létezik olyan g vektor, amelyre cg > 0 és Qq < 0.

(3) Létezik olyan y > 0 vektor, amelyre yQ = c.

Kévetkezmény 2.52 Ha az R = {z : Qz < b} poliéder nemiires, és {cz : ¢ € R} feliilrdl korlitos, igy max{cz : ¢ € R} létezik (azaz létezik
olyan z € R, amelyre cz = sup{cz : ¢ € R})-

Kévetkezmény 2.58 Ha egy egyenlétlenség-rendszer megoldhaté, akkor van erds bazis-megoldasa is.

TETEL 2.54 (Az irdnymenti korldtossdgi tétele) Tegyiik fel, hogy az R polié¢der nemiires, és legyen ¢ = (cg, c1) adott vektor. A kévetkesSk
ekvivalensek.

(0) A {cz} linedris fiiggvény R-n feliilr3l korlatos.

(1) Minden z € R elemre létezik (?7)-nek olyan z* er8s bazis-megoldasa, amelyre cz* > cz.

(2) Nem létesik olyan g = (gq, q1) vektor, amelyre cg > 0, és g7 > 0, Pgg + Aq; = 0, Qag + Bay < 0.

(3) Létezik olyan y = (yg, y1) vektor, amelyre

yoP +¥1Q =cp, voA +y1B >c1, y1 2 0. e (2.14)

2.7 OPTIMALITAS: A DUALITAS TETEL
2.7.1 Optimalitasi feltételek

TETEL 2.55 Tegyiik fel, hogy az R := {z : Qe < b} poliéder nemiires és {cz : = € R} feliilrdl korlitos. Az R egy megadott z* elemére a
kovetkezd allitdsok ekvivalensek.
(1) cz* > cz minden @ € R, azaz =* maximalizalja a ce fiiggvényt az R-n (r&viden, =* optimalis).
(2) Nem létezik néveld irdny, azaz olyan ! vektor, amelyre Q=* ! < 0 és cz! > 0.
£l
(3) A c vektor benne van z* aktiv sorainak kipjaban. Mas széval, van olyan y* vektor, amely kielégiti az

y">0,y"Q=c¢c (2.15)

dualis feltételt, és amelyre fennall az
y*(i) > 0= ;qz™ = b(i) (2.16)

optimalitési kritérium (ami szavakban: az y* barmely komponense csak akkor lehet pozitiv, ha a neki megfeleld primal egyenlétlenséget z*
egyenl8séggel teljesit). (2.15) fennalldsa esetén (2.16) azzal ekvivalens, hogy

cz® = by™, (2.17)
tovabba azzal, hogy
y*(b—Qz*)=0. (2-18)
TETEL 2.56 Tegyiik fel, hogy a
Pzg 4 Azy = by, Qzg + Bzy < by, =7 >0 (2.19)
rendszerrel definidlt R poliéder nemiires és {cz = cgmg + cjz1 : @ € R} feliilr8l korldtos. Legyen z* = (z(’;,m;‘) az R egy eleme, és jeldlje

*

(Q:* B B:*) a (Q, B) matrix azon sorai altal alkotott részmatrixot, amelyekre a hozzajuk tartozé egyenlStlenségeket z™ egyenldséggel teljesiti, mig

b1=* jeldlje a by megfeld részét. A kdvetkezd allitasok ekvivalensek.

(1) ce* > cz minden © € R, azaz o* maximalizalja a ce fiiggvényt az R-n (rdviden, z* optimalis).

(2) Nem létezik ndveld irany, azaz olyan =’ = (a.-b, m’l) vektor, amelyre cz' > 0,
Pz + Az1 = b, Qa0 + Bouz1 < bT, (2.20)
és
23() =0= 1) > 0. (2.21)

(3) Létezik olyan y* = (yg,y}]) vektor, amely kielégiti az

¥y 20,y0P+y1Q =cg, ygA+yiB >y (2.22)
duadlis feltételt, és amelyre fennill az
* * * .
23(3) > 0= yga; +yyb; =c1(d) (2.23)
valamint az
* . * .
y1 (i) > 0= ;qz5 + ;bzy = by(i), (2.24)

optimalitasi kritérium. (2.22) fennallisa esetén az optimalitasi kritérium azzal ekvivalens, hogy

cz® = by™*, (2.25)

és azzal, hogy . .
y* (b — Mz*) =0, (2.26)

ahol M = (g g).

2.7.2 A dualitas tétel

TETEL 2.57 (Dualitds tétel, szimmetrikus alak) Tegyiik fel, hogy az R = { : Qo < b} primal poliéder nemiires. Tegyiik fel tovabba, hogy

{cz : © € R} feliilr8l korldtos (ami a 2.51 tétel szerint azzal ekvivalens, hogy a duslis R* = {y : y > 0, yQ = c} poliéder nemiires). Ekkor a prim4l
optimalizildsi feladatban a maximum egyenld a dudl feladatban szerepld minimummal, azaz max{cz : Qz < b} = min{by : y > 0,yQ = c}.

TETEL 2.58 (Dualitas tétel) Tegyiik fel, hogy a (??) rendszer &ltal definiilt R primal poliéder nemiires. Tegyiik fel tovabba, hogy a cz =
cgmg+eymy célfiiggvényre nézve {cx : @ € R} feliilrl korlatos (vagy ekvivalensen a duilis R* poliéder nemiires). Ekkor a (??) primal optimalizalasi
feladatban a maximum egyenld a (??) dual feladatban szerepld minimummal.

0} duél poliéder nemiires. Ekkor cz < by fennall minden © € R,y € R* esctén, és van olyan z* € R, y* € R*, melyckre egyenldség érvényes, azaz
max{cz : © € R} = min{by : y € R*}.

TETEL 2.59 (Dualités tétel, szimmetrikus alak) Tegyiik fel, hogy mind az R := {@ : Bz < b,z > 0} primal, mind az R* := {y : yB > c,y >
)



2.7.3 Kovetkezmények

TETEL 2.60 (Neumann) Tetszdleges m X n-es (m,n > 1) A métrixra az A oszlopvektorai altal feszitett politopban lévé elemek tetejének a

minimuma egyenlé az A sorvektorai altal feszitett politopban 1év3 elemek aljanak maximumaval. Formalisabban, min{(max Az) : @ > 0, ens =
1} = max{(minyA) : y > 0, emy = 1}, ahol e; az i-dimenzids csupa egyesbdl allé vektort jelenti.

TETEL 2.61 (Clark) Tekintsiik a max{cz : ¢ > 0, Be < b} és min{by : y > 0, yB < c} primal-dusl program pért, és tegyiik fel, hogy mindegyik

megoldhaté. Ekkor az R primal és az R* dudl poliéderek kdziil az egyik nem korlatos.

2.8 POLIEDEREK ELOALLITASA
2.8.1 Oldalak

TETEL 2.62 Az R = {z : Qz < b} poliéder egy nemiires F részhalmaza akkor és csak akkor oldala R-nck, ha létezik a Q bizonyos soraibél allé
olyan Q' részmatrix, amelyre F = {z € R: Q' = b'}, ahol ' a Q' sorainak megfeleld részvektora b-nek.

Lemma 2.63 Ha gz < f valddi és lényeges egyenldtlensége (?7)-nek, akkor R-nek van olyan z pontja, amelyre gz = 8.

TETEL 2.64 Tegyiik fel, hogy az R poliéder egy minimalis (??) alaki rendszerrel van adva. A kdvetkezd allitasok ekvivalensek.
(i) R affin altér.

(ii) R-nek nincs valédi oldala.

(iii) Minden lényeges egyenlStlenség implicit egyenlSség (azaz Q iires).

Kévetkezmény 2.65 Minden minimalis oldal affin altér. e
Lemma 2.668 (*) Az R poliédernek van olyan eleme, amely minden valddi egyenldtlenséget szigoriian teljesit.

TETEL 2.687 (**) Tegyiik fel, hogy (?7) minimalis leirasa R-nek. Az R akkor és csak akkor van benne egy H := {z : az = @B} hipersikban
(mésszéval az = B akkor és csak akkor logikai kdvetkezménye (77)-nek), ha létezik olyan yg, amelyre yoP = a és ygbg = B (azaz, az = 3 linedris
koévetkezménye Pz = bg-nak.)

Lemma 2.68 (**) Tegyiik fel, hogy R egy minimalis (?7) rendszerrel van megadva. Legyen F az R-nek egy oldala. Legyen Q' a Q-nak egy

m! X n-es részmatrixa. A Q' altal meghatarozott F' := {& € R : Q'z = b'l} oldal akkor és csak akkor ugyanaz mint F, ha Q' része Q7 -nek és

Q") = 7(QF)-

TETEL 2.69 (*) A Qe < b egyenl8tlenség-rendszer egy megoldasa akkor és csak akkor bazis-megoldas, ha eleme az R = {z : Qz < b} poliéder
egy minima4lis oldaldnak.

2.8.2 Dimenzid, lapok

TETEL 2.70 (**) Tegyiik fel, hogy a nemiires R poliédert definialé (??) rendszer minimalis. Ekkor a legsziikebb R-t tartalmazé affin altér
Z:={z: Pz = by}

Kévetkezmény 2.71 (**) Az R = {z : Qo < b} nemiires poliédert tartalmazé legsziikebb affin altér Zp := {2 : Qo = b=} , ahol Q= jeldli az

implicit egyenl8ségeknek megfeleld részmatrixot. A poliéder dimenzidja n — r(Q=). e

Kévetkezmény 2.72 (**) Az R = {o: Q= < b} poliéder egy F oldalat tartalmazé legsziikebb affin altér {z : Q= = b }. Az F oldal dimensisja

n — r(Q;). Minimaélis oldal dimenzidja n — r(Q). e

TETEL 2.73 (**) A semleges vektorok Sp altere éppen a Q-t tartalmazé legszilkebb Zp affin altér Ap karakterisztikus alterének ortogonalis
kiegészitdje. Egy c vektor akkor és csak akkor semleges, ha benne van Q= sorterében.

TETEL 2.74 (*) Az R = {z : Qo < b} csticsos poliéder u és v csicsaira a kévetkezdk ekvivalensek.
(i) u és v szomszédosak.

(ii) A Q azon soraibél alkotott QT részmatrix, melyeknek megfeleld egyenldtlenségeket mind u, mind v egyenldséggel teljesiti, n — 1 rangt.
(iii) Létesnek Q-nak olyan Qu és Qy n X n-es nemszinguldris részmatrixai, amelyekre u a Que = by rendszer, mig v a Quz = by rendszer
egyértelmii megoldasai, és amelyeknek n — 1 soruk kdzds.

TETEL 2.75 (*) Tegyiik fel, hogy a {Pz = by, Qz < by} rendszer minimalis, és hogy az R megoldas halmaz nemiires. Ekkor az R-t tartalmazé
legsziikebb affin altér {z : Pz = bg}. Tovabba egy-egy értelmi kapcsolat &ll fenn az R lapjai és a Qz < by cgyenlStlenségei kbzdtt, azaz
{z € R: jgz = by(i)} lapot alkot, és minden lap el3all ilyen alakban.

Kévetkezmény 2.76 (*) Minden valédi oldal lapok metszete. ®

Kbévetkezmény 2.77 (*) Tegyiik fel, hogy mind a {Pxz = by, Qz < b1} rendszer, mind a {P'z = b(], Qlz < b’l} rendszer minimalis. Az ezek
altal definialt nemiires R és R' poliéderek akkor és csak akkor egyenldk, ha P & P! sortere ugyanaz, tovabba a Qz < by és Q'z < b’l rendszer

egyenldtlenségei kozott egy-egy értelmii kapcsolat van, amelyben az egymasnak megfeleld gz < B és q':: < B' egyenldtlenségekre fennall, hogy a
(q,B8) — (a',B") vektor benne van a (P, bg) matrix sorterében (ami ugyanaz, mint a (P’, bb) matrix sortere). e

2.9 A SZIMPLEX ALGORITMUS
2.9.1 Megengedettség

TETEL 2.78 Az {Az = b, = > 0} rendszernek akkor és csak akkor van olyan megolddsa, amelyben az = pozitiv valtozsinak megfeleld A-beli

oszlopok linearisan fiiggetlenek, ha nem létezik olyan y, amelyre yA4 > 0, yb < 0 és A-nak létezik (A, b) — 1 linearisan fiiggetlen oszlopa, amelyekre
y merdleges. (Témbren, vagy a primal vagy a dual feladatnak létezik bazis-megoldasa). e

2.9.2 Optimalizalas

Lemma 2.79 yj csiicsa R*-nak.



3. Fejezet

OPTIMALIZALAS GRAFOKON

3.1 A MAGYAR MODSZER

3.1.1 Maximalis elemszamu parositasok

TETEL 8.1 (Kénig) Egy G = (S, T; E) paros grifban a diszjunkt élek maximdlis v = v(G) szdma egyenld az éleket lefogs pontok minimaélis
7 = 7(G) elemszadmaval.

3.1.2 A Kbonig tétel ekvivalens alakja

Lemma 3.2 Egy-egy értelmii kapcsolat all fenn az élek minimalis elemszami lefogdsai és a max-hidnyd S-beli halmazok k&zdtt: ha L C SU T
minimalis lefogas, akkor S — L max-hidnyii halmaz, mig ha H C S max-hidnyi halmaz, akkor T'(H) U (S — H) minimalis lefogas.

TETEL 3.3 (Kénig-Hall) G = (S, T; E) paros grafban ¢ = p, azaz egy parositas altal fedetleniil hagyott S-beli pontok minimaélis szdma egyenld
az S részhalmazainak maximalis hidny&val. Specidlisan, akkor és csak akkor létezik S-t fedd parositds, ha nincs hidnyos halmaz, azaz teljesiil a
Hall-féle feltétel:

|IT(X)| > | X| minden X C S részhalmazra. o (3.1)

Max-hidnyd halmazok

Lemma 8.4 (*) Az S halmaz részhalmazain értelmezett ~(X)
fennall a szubmodularitési egyenl3tlenség:

|T(X)| fiiggvény szubmoduléris, azaz az S barmely két X,Y részhalmazara

VX)) +4(Y) 21X NY)+4(XUY).
Lemma 3.5 (*) A max-hidnyd halmazok F rendszere zirt a metszet és unié képzésre.

TETEL 3.6 Kdnig alternalé utas algoritmusa altal szolgaltatott (?7)-beli H max-hianyt halmaz az egyértelmii legsziikebb max-hisnyt halmaz (és
igy nem fiigg az algoritmus futdsa kdzben tett valasztasoktél).

Lemma 8.7 (**) Legyen H C S a legsziikebb max-hianyii halmaz G-ben. Ha a grafbél kitsréljiik az Ssszes olyan élt, amely H szomszédai és S — H

koz6tt vezet, akkor a létrejovd G'! grafban a maximalis hidny ugyanaz, mint G-ben. Toviabba G és G'! max-hidnyd halmazainak rendszere ugyanaz.

3.1.3 Maximalis silyld parositasok

TETEL 8.8 (Egerviry) A G = (S, T; E) teljes parositassal rendelkezd paros grafban a ¢ > 0 egészértékii stlyfiiggvényre vonatkozé maximalis

silyi teljes parositis ve silya egyenld az egészértékii silyozott lefogasok minimalis 7. Ssszértékével. Amennyiben G teljes paros graf, tgy az
optimalis silyozott lefogds valaszthaté nemnegativnak is.

3.1.4 Egervary algoritmusa

TETEL 3.9 (*) Amennyiben az Egervary algoritmus futtatasakor a szébanforgé = stlyozott lefogas javitasara a Kénig algoritmus &ltal szolgaltatott
egyértelmii legsziikebb max-hidnyd X halmazt hasznaljuk, gy az algoritmus polinomialis futasideji.

3.1.5 Kuhn Magyar Mdédszere
3.1.6 Maximalis silyld parositasok

TETEL 3.10 Egy G' = (S',T'; B') paros grafban nemnegativ c silyfiiggvény esetén a parositisok maximalis v

c
silyozott lefogdsok minimdlis ‘ré silydval. Amennyiben c egészértékii, az optimadlis ‘ir’C is valaszthaté egészértékiinek.

silya egyenld a nemnegativ (!)

3.2 LEGROVIDEBB SETAK ES UTAK
3.2.1 Nemnegativ koltségek: Dijkstra algoritmusa

Lemma 8.11 Legyen T egy legolcsébb utak s-fenydje és tegyiik fel, hogy az mp := min{wy (u) + c(uv) : uv kilép T-b&l} minimum valamely
a = ugva élen vétetik fel. Ekkor T’ := T + a is legolcsdbb utak fenyé&je.



3.2.2 Konzervativ koltségek, megengedett potencialok

TETEL 8.12 Egy c silyosas akkor és csak akkor konzervativ, ha létesik olyan = : V — R gengedett p idlnak nevezett fiiggvény a
csticsokon, amelyre
m(v) — m(u) < e(uv) fennall minden uv élre. (3.2)

Tovabba, ha c egészértékii, akkor = is valaszthaté annak.
TETEL 3.13 A D = (V, A) digrf élhalmazdn adott két korlitozs figgvény f < g. Akkor és csak akkor létezik olyan = : V — IR vektor (amely

réadasul egészértéki, ha f és g is az), amelyre f(uv) < w(v) — w(u) < g(uv) minden e = uv élre, ha a c’-vel élsilyozott D’ segédgrafban nincsen
negativ kér, ahol uv akkor eleme D’-nek, ha vagy uv € A és ekkor ¢’ (uv) := g(uv), vagy vu € A és ekkor ¢’ (uv) := — f(vu).

Kévetl ény 3.14 I, edett potencial.

TETEL 3.15 Konzervativ c kbltségfiiggvény esetén az s-b8l t-be vezetd utak kdltségének o (t) minimuma egyenld a w(t) — 7 (s) érték maximumaéval,
ahol a maximum az 8sszes megengedett m potencidlon veendd.

Kivetkezmény 3.16 Ha P olyan st-iit, amely valamely megengedett m potencidlra nézve pontos élekb&l &ll, akkor P legolcsdbb st-iit. o

3.2.3 Aciklikus digrafok: a kritikus it mdédszere

TETEL 3.17 Legyen ¢’ : A' — R.p-= (V, A') aciklikus iranyitott graf ¢lhalmazan egy tetszbleges silyfiiggvény, és tegyiik fel, hogy az s’

pontbdl vezet iranyitott 1t t'-be. Ekkor

min{x'(s') — x'(¢') : #'(v) — x'(u) > ' (uv), uv € A} = max{c'(P) : P ut s'-bsl t’-be}. (3.3)

3.3 ARAMOK ES FOLYAMOK HALOZATOKBAN
3.3.1 Fogalmak

Aramok

Folyamok

3.3.2 Motivaciok
A szillitasi probléma
Egy teszt feladat
Elidegen utak

3.3.3 Megengedett aramok

TETEL 8.18 (Hoffman, 1960) A D = (V, A) digrifban adott f < g kapacitésfiiggvényekre vonatkozélag akkor és csak akkor létesik megengedett
aram, ha
ef(X) < 84(X) minden X C V halmazra. (3.4)

Tovabba, ha f és g egészértékiiek és (3.4) fennall, tgy létesik egészértékii megengedett dram is.

Lemma 8.19 7(X) +7(Y) =1(X NY) + (X UY)+dg_;(X,Y).

3.3.4 Aramok és folyamok kapcsolata

TETEL 3.20 (Maximalis-Folyam Minimaélis-Végds) A D = (V, A) irdnyitott grafban akkor és csak akkor létezik a g kapacitasra vontakozé k
nagysigi megengedett folyam, ha minden S st-halmazra 8g(S) > k. Ha e feltétel teljesiil, g egészértékil és k egész, tgy a folyam is valassthatsd
egészértékiinek.

TETEL 3.21 A megengedett st-folyamok maximalis nagysiga egyenld a Jg(S) értékek minimumaval, ahol a minimum az 3sszes si-halmazra megy.
Ha g egészértékii, iigy a maximum egészértékii folyamon is felvétetik.

Hoffman tétele az MFMC tételbdl

Lemma 8.22 (a) Ha = M-nagysigi megengedett st-folyam D'-ben (a g’ kapacitasra vonatkozéan), akkor f + = (az eredeti A-ra megszoritva)
megengedett dram. (b) Ha & (X + ) < M valamely X C V halmasra, akkor X megsérti a Hoffman-féle (3.4) feltétels.

3.4 MAXIMALIS FOLYAM ALGORITMUSOK

3.4.1 A noveld utak modszere
3.4.2 Skalazasi technika
3.4.3 Legrovidebb novel6 utak

TETEL 8.28 Ha a Ford-Fulkerson féle ndveld utas algoritmusban mindig a legrvidebb noveld utat hasznaljuk, gy az eljaras tetszéleges g ka-
pacitasfiiggvény esetén legfeljebb O(|V || A|) névelés utan véget ér.

Lemma 8.24 Amikor P mentén végrehajtunk egy novelést, a o4 (v) érték semmilyen v-re sem csdkken.

Lemma 3.25 Egy fazison beliil legfeljebb |A| névelésre keriilhet sor.



3.5 MINIMALIS KOLTSEGU FOLYAMOK

Lemma 8.26 A An pontindukalt kdltségfiiggvényre vonatkozélag minden k nagysigi megengedett folyamnak ugyanaz a kiltsége, éspedig km(t).

TETEL 3.27 A D = (V, A) irdnyitott graf élhalmazén adott a g : A — Z+ egészértékii kapacitasfiiggvény és a c: A — R+ kéltségfiiggvény. A
k nagysagi egészértékii megengedett folyamok ksltségének minimuma egyenld a

km(t) + E [en (uv)g(uv) : uv € A, cx(uv) > 0] (3.5)

érték maximumaval, ahol a maximum Ssszes w potencidlra megy. Egy k nagysagdi megengedett z folyam akkor és csak akkor minimalis kdltségii
a k nagysagi megengedett folyamok kdzdtt, ha létezik olyan m potencial, amelyre fennallnak a kvetkezd optimalitasi feltételek:

x(v) — m(u) < c(uv) = z(uv) =0, ()
w(v) — w(u) > e(uv) = z(uv) = g(uv). (i)

Amennyiben c egészértékii, az optimdlis n is vilaszthaté egészértékiinek.
Allitas 8.28 A médositott potencial és a valtozatlanul hagyott z folyam kielégiti az optimalitasi feltételeket.

Allitas 3.29 A médositott folyam é&s valtozatlanul hagyott potencidl kielégiti az optimalitasi feltételeket.

3.6 TELJESEN UNIMODULARIS MATRIXOK
3.6.1 Definicidk és példak

TETEL 3.30 (a) Digraf incidencia méatrixa teljesen unimodularis. (b) Paros graf incidencia métrixa teljesen unimodularis.

Lemma 3.31 Halézati matrix részmatrixa is az. Halézati matrix soridt vagy oszlopat —1-gyel szorozva halézati matrixot kapunk.

TETEL 3.32 Az A hélézati matrix teljesen unimoduldris.

Kovetkezmény 3.33 Egy olyan hipergraf, amely egy irdnyitott fa élhalmazdn van definidlva és a hiperélek irdnyitott utak, teljesen unimodularis.
TETEL 3.34 M teljesen unimoduldris.

Lemma 8.35 Tetszdleges M TU-matrixszal megadott egyenldtlenség-rendszer esetén, ha a b jobboldali korlatozd vektor egész, akkor minden erds
bazis-megoldas egész.

Lemma 3.36 Legyen c tetsz3leges (nem feltétleniil egészértékii) vektor. Barmely M TU-matrixszal megadott K metszet-kiipnak, ha van olyan =’
eleme, amelyre cz’ > 0, akkor K-nak van ilyen (0, +1)-értékii eleme is.

TETEL 8.37 Tegyiik fel, hogy az M = (Z

akkor (77)-nek van egész megoldasa is. Ha az

) matrix teljesen unimodularis. Ha a (77) prima&l probléma oldhaté meg és a korldtozé b vektor egész,

y1 >20,yM =0,yb <0 (3.6)

dudlis probléma oldhaté meg, ahol y = (yg,y1), akkor van (0, +1)-értékii y megoldas is (fiiggetleniil b egészértékiiségétsl).
Az aldbbi hirom tételben az M = (g) matrix teljesen unimodularis és b egész vektor.

TETEL 3.38 Ha a max{cz : Pz = by, Qz < by} linedris programozasi probléménak létezik megoldasa, akkor az optimum egész vektorom is

felvétetik (fiiggetleniil attél, hogy c egészértékéi vagy sem). Ekvivalens alakban: minden TU-métrix és egész korlitozé vektor Altal megadott
poliéder egész.

TETEL 3.39 Tegyiik fel, hogy R = {z : Pe = bp, Qe < b1} nemiires. A kdvetkez8k ekvivalensek.

(1) {cz : @ € R} feliilrdl korlatos.
(2) Nem létezik olyan (0, +1)-értékii @' vektor, amelyre Pz’
(3) Létezik olyan y = (yg, y1) vektor, amelyre y; > 0 és yM

0,Qz' <0, és cz! > 0.
¢, és amely egész, amennyiben c egész.

TETEL 8.40 Legyen o* az R := {o : Pz = by, Qo < by)} poliéder egy eleme. Jeldlje Q=, a Q aktiv részmatrixdt. A k3vetkezdk ekvivalensek.
- x

(1) * maximalizalja co-t R f515tt.
(2) Nem létezik olyan (0, +1)-értékii =’ vektor, amelyre Pz’ =0, Q=, 2’ < 0, és ca’ > 0.
@
(3) Létezik olyan y = (yq,y1) vektor, amelyre y; > 0 yM = ¢, y(B — Ma™) = 0, és y egész, amennyiben c egész. o

3.6.2 Kerekités és egyenletes szinezés

Kerekités

Lemma 3.41 Legyen A teljesen unimoduldris matrix és z( egy vektor. Ekkor létezik egy olyan g egészértékii vektor, amelyre [zg] < ¢ < [=g] és
LlAzg] < Ag < [Azg]. M&s széval az zg-nak van olyan g kerekitése, hogy az A minden a sordra ag kerekitése azg-nak.

TETEL 3.42 Tetsz8leges m X n-es B matrixnak van olyan kerekitése, hogy a kévetkezd mennyiségek mind egynél kevesebbel viltoznak: minden

sordsszeg, minden oszlopbsszeg, az elsd j sor elemeinek dsszege (j = 1,2, ..., m), az elsd i oszlop elemeinek dsszege (i = 1,2, ...,n).
TETEL 3.43 Egy 1,...%n sorozat elemeinek létezik olyan z7,...,zn kerekitése, hogy minden 1 < i < j < = indexre a z; + ... + z; Osszeg
kerekitése az @; + ...+ z; Ssszegnek.

Egyenletes szinezések

TETEL 8.44 Legyen A TU-métrix, b egész vektor, k pozitiv egész. Legyen z olyan egész vektor, amelyre Az < kb. Ekkor z el8all olyan
21,29,-..,2) egész vektorok Ssszegeként, melyekre Az; < b.

Kovetkezmény 3.45 Ha z > 0 olyan egész vektor, amelyre kby < Az < kba, akkor z felbomlik olyan 27, 23, ..., 2z egész vektorok &sszegére,
melyekre z; > 0, és by < Az; < ba.

TETEL 3.46 Az A TU-matrix oszlopainak létezik egyenletes k-szinezése.



Egy alkalmazas

Kévetkezmény 8.47 Adott egy F irdnyitott fa (specilis esetben irdnyitott it) és F irdnyitott részitjainak egy P := {Py, ..., Py} rendszere, ahol
minden utat F-élek egy részhalmazénak tekintiink. P tagjai megszinezhet8k k szinnel (minden k pozitiv egészre) ugy, hogy F minden e élére az e-t
tartalmazé egyszinii utak szdma minden szinre lényegében ugyanannyi, ahol a ,,lényegében ugyanannyi” azt jelenti, hogy barmely két szinosztalyra
az eltérés legfeljebb egy lehet. o

Kovetkezmény 3.48 Adott egy F irdnyitott fa és F iranyitott részutjainak egy P := {Pj,..., Py} rendszere, ahol minden utat F-élek egy
részhalmazanak tekintiink. Az F élei megszinezhet8k k szinnel (minden k poszitiv egészre) iigy, hogy P minden tagjiban a szinek lényegében
egyenletes szimban fordulnak eld. o

TU-matrixok jellemzése

TETEL 8.49 (*) [Ghouila-Houri] (ejtsd: Gujla-tiri) Egy Q matrix akkor és csak akkor teljesen unimodularis, ha oszlapainak barmely részhalmaza
egyenletesen 2-szinezhetd.

3.7 HALOZATI OPTIMALIZALAS ES LINEARIS PRO-
GRAMOZAS
3.7.1 DPéaros grafok

Optimadlis parositdsok

TETEL 8.60 (K&nig) A G = (S, T; E) paros grifban a fiiggetlen élek maximaélis v széma egyenld az éleket lefogs pontok minimalis T széméval.

TETEL 3.51 Pdros grafban egy parositds maximalis k8ltsége egyenld min{E w(v) : ®# > 0,w(u) + n(v) > c(uv) minden uv élre}. Ha c
egészértékil, az optimalis m is valaszthaté egészértékiinek. e vev
TETEL 3.52 A G paros graf A incidencia matrixdval felirt

{z: Az < ep,z > 0} (3.7)
poliéder egész, amelynek csicsai pontosan a griaf parositdsainak incidencia vektorai. e
TETEL 3.53 (Birkhoff és Neumann) Egy matrix akkor és csak akkor bisztochasztikus, ha permutdcié matrixok konvex kombinéaciéja.

TETEL 8.54 (Egervary) A G = (S, T; E) teljes parositassal rendelkezd paros grafban a ¢ > 0 stlyfiiggvényre vonatkozd maximalis silyi teljes
parositas v, silya egyenld a siilyozott lefogasok minimalis 7, Ssszértékével. Amennyiben G teljes paros graf, ligy az optimalis silyozott lefogas
véalaszthaté nemnegativnak is. Amennyiben c egészértékii az optimalis silyozott lefogas is valaszthaté annak.

Paros graf fokszamkorlatozott részgrafjai: a szdllitasi probléma

3.7.2 Elszinezések

TETEL 8.66 Egy G = (S, T; E) paros graf éleit meg lehet k szinnel ugy szinezni, hogy minden v cstcsra és mindegyik j szinre (j = 1,...,k)
a v-be mend d(v) darab él kozil |d(v)/k]| vagy [d(v)/k] darab szine j. Réadasul még ast is megkvetelhetjiik, hogy minden szinosztaly mérete
kézel ugyanakkora legyen, vagyis [|E|/k] vagy [|E|/k]. Ha k-t a maximalis A fokszamnak valasztjuk, akkor megkapjuk Konig élszinezési tételét,
amely szerint paros graf kromatikus indexe (élszinezési szdma) a maximalis fokszammal egyenlé. Ha k-t a minimalis § fokszamnak valasztjuk, akkor
Gupta egy tételét kapjuk, amely szerint G paros graf élhalmaza felbonthaté & részre tigy, hogy mindegyik rész fedi az 3sszes pontot. e

TETEL 3.56 (**) [Folkman és Fulkerson] Egy G = (S, T; E) paros grafban akkor és csak akkor létezik I darab élidegen k éli parositas, ha
ig(2) 2 U(k + 2] - |U]) (3.8)

fenndll U := S U T minden Z részhalmazira, ahol ig(Z) jeldli a Z &ltal feszitett élek szamat.

3.7.3 Megengedett potenciilok, legolcs6bb utak

TETEL 8.57 Adott ¢ : A — IR kéltség-fiiggvényre akkor és csak akkor létesik olyan = : V — IR vektor, amelyre m(v) — m(u) < c(uv) minden
e = uv € A élre, ha c konzervativ, azaz ha nem létezik negativ k&ltségii iranyitott kdr. Amennyiben c egészértékii, iigy a potencial is valaszthatd
annak.

TETEL 3.58 Konzervativ c kdltségfiiggvény esetén az s-b3l t-be vezetd utak kdltségének lo(t) minimuma egyenld = (t) — m(s) maximumaval, ahol
a maximum az 8sszes megengedett m potencislon veend3.

3.7.4 Megengedett aramok és folyamok

TETEL 8.69 Ha f < g egészértékil, akkor a megengedett dramok {z : Qe < 0, f < @ < g} poliédere, amennyiben nemiires, egész poliéder.

TETEL 3.60 A D = (V, A) digraf élhalmazan adott a g > O egész kapacitasfiiggvény. Legyen s és t két kijelslt csics, melyekre o(s) = 0 = &(¢).
A k nagysagi megengedett folyamok {z € RA :0< ¢ < g,00(v) =0z(v) minden v € V — {s,t}-re, §zp(s) = k} poliédere, amennyiben nemiires,
egész poliéder. o

TETEL 3.61 (Hoffman, 1960) A D = (V, A) digrafban adott f < g kapacitasfiiggvényekre vonatkozdlag akkor és csak akkor létezik megengedett
4ram, ha

07(X) < 8g(X) minden X C V halmazra. (3.9)

Tovabba, ha f és g egészértékiiek és (3.9) fenndll, gy létezik egészértékii megengedett aram is.
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3.7.5 Minimalis koltségili aramok

Korlatossag és optimalitas
TETEL 3.62 Feltéve, hogy létezik megengedett aram, a kvetkez8k ekvivalensek.

(a) ez korlatos alulrél,
(b) nincs negativ dsszkdltségii irdnyitott kdr D’-ben,

(c) létezik egy olyan « : V. — fiiggvény, amelyre
n(v) — m(u) < c(uv), ha uv € A és g(uv) = oo,
m(v) — w(u) > e(uv), ha uv € 4 és f(uv) = —oo.
TETEL 3.63 Adott = megengedett dram esetén a kdvetkezd8k ekvivalensek.
(a) © optim4alis megoldasa (?7)-nak,
(b) Dg-ben nem létezik negativ Gsszkdltségii iranyftott kor,
(c) létezik egy olyan w : V — R fiiggvény, amelyre

7 (v) — w(u) < c(uv), ha uv € 4 és z(uv) < g(uv),

w(v) — w(u) > c(uv), ha uv € A és z(uv) > f(uv). ®

3.7.6 Minimalis koltségii folyamok

TETEL 8.64 A D = (V, A) irdnyitott graf élhalmazan adott a g : A — Z+ kapacitasfiiggvény és a c: A — R+ k8ltségfiiggvény. A k nagysagi
egészértékii megengedett folyamok kéltségének minimuma egyenld a

km(t) + E [en (uv)g(uv) : uv € A, cx(uv) > 0] (3.10)

érték maximumaval, ahol a maximum az Ssszes = potencidlra megy. Amennyiben g egészértéki, az optimalis folyam valaszthaté egésznek. Egy k

nagysagi megengedett z folyam akkor és csak akkor minimalis kdltségii a k nagysagi megengedett folyamok kdzdtt, ha létezik olyan m potencial,
amelyre fennallnak a kivetkezd optimalitasi feltételek:

m(v) — m(u) < e(uv) = z(uv) =0, ()

w(v) — m(u) > c(uv) = z(uv) = g(uv). (ii)

Amennyiben ¢ egészértékii, az optimalis m is valaszthaté egészértékiinek.

3.7.7 Halézati matrixokkal adott linearis programok
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